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Chöông 4 . GIÔÙI HAÏN  
A. GIÔÙI HAÏN CUÛA DAÕY SOÁ  

§1. Daõy soá coù giới hạn 0 
 

A. Toùm Taét Giaùo Khoa . 
 1. Daõy soá (un) coù giới hạn laø 0 nếu moïi soá haïng của daõy soá ñeàu coù giaù trị tuyeät ñoái nhoû hôn một soá 
dương  nhoû tuøy yù cho trước keå töø một soá haïng naøo ñoù trôû ñi . 

 2. a) lim 1 0
n
=      b) lim 1 0

n
=    c) lim 

3

1 0
n
=  

     d) Daõy soá khoâng ñoåi (un) với un = 0 coù giới hạn 0 
         e) Nếu |q| <1 thi lim qn = 0   

 Ñònh lí : Cho hai daõy soá (un) vaø (vn) . Nếu |un| ≤  vn , n∀  vaø limvn = 0 thì limun = 0  
  
B. Giaûi Toaùn  
Daïng toaùn  : Tìm giới hạn 0 của daõy soá  
Caùch 1 : Söû duïng caùc tieâu chuaãn a, b, c, ,d ,e keát hôïp với ñònh lí . 
Caùch 2 : Duøng ñịnh nghĩa  

  Ví duï 1 : Chöùng minh caùc daõy soá sau coù giới hạn laø 0 . 

  a) un = 3

1
n

 b) un = 
2cosn

n
 c) un = 

3 4

3 2

n n

2 n

+  d) un = 
n

2n 2n

2 6
2 3+

 

Giaûi  a) Ta coù : Vì  n3 ≥  n , n∀  neân 0 < un = 3

1 1 ,
n n

≤ n∀  . 

Maø lim 1 0
n
=  , do ñoù theo ñònh lí treân thì limun = 0  

b) Vì  | cosn2 | ≤  1 , n∀  neân | un| ≤  1
n

, n∀    

Maø lim 1
n

= 0 , do ñoù theo ñònh lí treân lim un = 0  

c) Ta coù : 3 3 3 34n n n n 2 n+ ≤ + =  , suy ra : 0 < un ≤  
3

33 2

2 n 1
n2 n

=  

Maø lim 
3

1 0
n
= , do ñoù theo ñònh lí treân lim un = 0  

d) Aùp duïng baát ñaúng thöùc Coâ si : 22n + 32n ≥  2. 2n 2n 2n2 .3 2 6=  

=> 0 < un ≤  
nn

2n

2 6 1
62 6

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Maø  lim 
( )n

1 0
6

= , do ñoù theo ñònh lí treân limun = 0    

  Ví duï 2 : Duøng ñịnh nghĩa, chöùng minh 
0x x

lim
→

 2

2(n 7) 0
n 3

−
=

+
  

Giaûi   Vôùi n > 7 , ta coù : |un | = 2 2

2(n 7) 2n 2
n 3 n n

−
< =

+
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Với soá ε > 0 cho trước , ñeå coù  |un| < ε  , ta phaûi choïn n sao cho : n > 7 vaø 2
n
< ε   n > 7 vaø n > 2

ε
. Nhö 

vaäy neáu goïi n0 laø số nguyeân > 7 vaø > 2
ε

, thế thì với moïi ε > 0 cho trước , ta coù : | un | < ε  , ∀n > n0  . Theo 

ñịnh nghĩa limun = 0  

Chaúng haïn với ε  = 0, 001 thì n0 > 7 vaø n0 > 2 200
0,001

=  vậy laáy n0 = 201 ( hay một số nguyeân baát kì > 

200), 
    
C. Baøi Taäp  Reøn Luyeän 
 Chöùng minh caùc daõy soá sau coù giới hạn laø 0 . 

4.1. a) un = 1
n n

 b) un = 1 1
n n 2
−

+
 c) un = 

n

4
π⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

 d) un = 2

n 1
n 3
+
+

 

4.2 . un = 
n n

2n

n (n 2)
(2n 2)

+
+

 

4.3. un= 
n

n n n

15
2 (9 16 )+

 

4.4. un = sin n.cosn
5 n 5+

  

4.5. un = 
2

3

n 3n 6
n

+ +  

4.6. un = 
n n

n

2 3
2.5
+   

D. Höôùng Daãn – Ñaùp Soá    

4.1. a) Ta coù : | un | = 1
n n

< 1
n

 . Maø lim 1 0
n
=  neân limun = 0 

b) |un| =  1 1 2 2 1
n n 2 n(n 2) 2n n
− = < =

+ +
. Maø lim 1 0

n
=  neân limun = 0 

c) Vì   0 < q = 1
4
π
<   neân limun = 0  

d) | un | = 2

n 1
n 3
+
+

 < 2

2n 2
n n

= . Với soá ε > 0 cho trước , ñeå coù iun| < ε  , ta phaûi choïn n sao cho : 2
n
< ε    n > 

2
ε

. Nhö vaäy neáu goïi n0 laø số nguyeân  > 2
ε

, thế thì với moïi ε > 0 cho trước , ta coù : | un | < ε  , ∀n > n0  . 

Theo ñịnh nghĩa limun = 0  

4.2 . | un |= 
nn n 2 n 2n

2n n 2n n 2n

n (n 2) (n 2n) (n 1) 1
(2n 2) 2 (n 1) 2 (n 1) 2

+ + + ⎛ ⎞= ≤ = ⎜ ⎟+ + + ⎝ ⎠
 

Maø lim
n1 0

2
⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

  neân limun = 0 . 

4.3. | un  |  = 

2n 2n

nn n n

n n n n 2n 2n n 2n 2n n 1

3 5
15 3 .5 1 12

2 (9 16 ) 2 (3 5 ) 2 (3 5 ) 2 2+

+
⎛ ⎞= ≤ = ≤ ⎜ ⎟+ + + ⎝ ⎠

( bñt Coâsi) 

Maø lim
n1 0

2
⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

  neân limun = 0 . 

4.4. | un  | =  sin n.cosn 1 1
5 n 5 5 n 1 n

≤ ≤
+ +
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Maø lim 1 0
n
=  neân limun = 0 . 

4.5. 
2 2 2 2 2

3 3 3

n 3n 6 n 3n 6n 10n 10
n n n n

+ + + +
≤ ≤ =  

Ta coù với n > 100 thì   10 < n   , suy ra  un  
n 1

n n
≤ = với n > 10  

Maø lim 1 0
n
= , do ñoù : limun = 0  

4.6. Ta coù : 2n + 3n ≤  3n + 3n = 2.3n , suy ra : | un  |≤  
nn

n

2.3 3
2.5 5

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Maø lim
n3 0

5
⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 vì  0 <  2 1
3
< , do ñoù theo ñònh lí treân limun = 0 . 

  

§2. Daõy soá coù giới hạn 
 
A. Toùm Taét Giaùo Khoa . 
1. Định nghĩa : Daõy soá (un) coù giới hạn laø soá thöïc L nếu lim(un – L) = 0  
   limun = L ( hoaëc  un →  L)    lim(un – L) = 0   
2. Ñònh lí 1 : Giaû söû lim un = L , khi ñoù : 
  a) lim | un | = | L |  vaø lim 33

nu L=   

  b) Nếu un ≥  0 với n∀  thì L ≥  0 vaø lim nu L=  

Ñònh lí 2 : Giaû söû limun = L , limvn = M vaø c laø một haèng soá . Khi ñoù : 
 a) *  lim(un + vn) = L + M  * lim(un – vn) = L – M  
     *  lim(un.vn) = LM * lim(cun) = cL  

 b) Nếu M ≠ 0 thì lim n

n

u L
v M

=  

Keát quaû :  

• lim k

c 0
n

=  ( c : haèng soá ; k : số nguyeân dương  ) 

• lim 
m k

c

n
 = 0 ( c ; haèng soá ; k , m : số nguyeân dương    

3, Cho (un) laø caáp soá nhaân với |q| < 1 ( caáp soá nhaân luøi voâ haïn)  thì :  

  S = u1 + u1q + u1 q2 + . . . = limSn = 1u
1 q−

 

B. Giaûi Toaùn 
Daïng 1 : Tìm giới hạn baèng ñịnh nghĩa . 
  limun =  L   lim(un – L) = 0 
   
  Ví duï 1 : Tìm giới hạn caùc daõy soá sau :  

  a) lim 2

17
n

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

         b) lim 2n sin n
n
+⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

     

Giaûi : a) Ta coù : n 2

1lim(u 7) lim 0
n
−

− = = => nlim u 7= -  

b) Ta coù : un = 2 + sin n
n

=> n
sin nlim(u 2) lim

n
− =  
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Maø   

sin n 1
n n

1lim 0
n

⎧
≤⎪⎪

⎨
⎪ =⎪⎩

 neân sin nlim 0
n

=  , suy ra limun = 2 

Daïng 2  : Tìm giới hạn của P(n)
Q(n)

trong ñoù P(n), Q(n) laø hai ña thức theo n 

Chia töû vaø maãu cho ñôn thöùc coù baäc cao nhaát roài söû duïng : lim k m k

c clim 0
n n

=  

vaø caùc ñònh lí veà giới hạn .  

  Ví duï 2 : Tìm giới hạn caùc daõy soá  sau : 

  a) 
2

2

2n n 1
3n 5n 7

− +
+ −

 b) 
2

3

(2n 1)(3 n)
(4n 5)
− −

−
 

  c) 2

2n 13
(n 5)

−
+

   

Giaûi  a) Ta coù : 

2

2 2 2

n 2

2 2 2

2n n 1
n n nu

3n 5n 1
n n n

− +
=

+ −
  ( chia töû vaø maãu cho n2 )  = 

2

2

1 12
n n
5 13
n n

− +

+ −
 

Vì  lim(2 - 2 2

1 1 1 1) lim 2 lim lim 2 0 0 2
n n n n
+ = − + = − + =  

Vaø  2 2

5 7 5 7lim(3 ) lim 3 lim lim 3 0 0 3
n n n n

+ − = + − = + − =   

Neân  limun  = 2
3

 

b) Töû vaø maãu laø caùc ña thöùc baäc 3 neân chia töû vaø maåu cho n3 , ta ñöôïc :  

  un =  

2 2

3 3

2n 1 3 n 1 3. 2 1
n n n n

4n 5) 54
n n

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠=

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞−⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

Vì  lim 
2 2

21 1 3 32 lim 2 lim 2 ;lim 1 lim lim1 (0 1) 1
n n n n

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− = − = − = − = − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

Vaø lim 
3 3

35 54 lim 4 lim (4 0) 64
n n

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− = − = − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

Neân limun = 2.1 1
64 32

=  

c) limun = lim
2

2

2 13
n n

51
n

−

⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

   ( chia töû vaø maãu cho n2 )   = 2

0 0
1

=  

Daïng 3 : Daïng söû duïng coâng thöùc : lim q n = 0 nếu | q| < 1  

Ta thöôøng chia töû  vaø maãu cho luõy thöøa an với a lớn nhất . Nhôù caùc quy taéc : 

   an + m = an . am   ; 
n

n m
m

aa
a

− =  ; (an)m = anm ; 
nn

n

a a
b b

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

  Ví duï 3 : Tìm giới hạn caùc  daõy soá  sau :  

  a) 
n n

n n

5.2 6.3
3.2 2.3

−
+

 b) 
2n 1 n 2n 2

2n n 2n 1

3 15 5
4.3 2.15 7.5

+ +

−

− +
+ +
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Giaûi  a) Ta coù : limun = 

nn n

n n

n n n

n n

25.2 6.3 5 6
33 3lim lim

3.2 2.3 23. 23 3 3

⎛ ⎞ −− ⎜ ⎟
⎝ ⎠=
⎛ ⎞+ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ( Chia töû vaø maãu cho 3n )                              

= 5.0 6 3
3.0 2

−
= −

+
 ( vì lim

n2 0
3

⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 do 20 1
3

< < ) 

b) Trước heát ta ñöa veà caùc luõy thöøa daïng qn với | q| < 1 . Ta coù :  

   un =  
n n n

n n n

3.9 15 25.25
74.9 2.15 .25
5

− +

+ +
 

Chia töø vaø maãu cho 25n : limun = lim

n n

n n

9 153. 25
25 25
9 15 74. 2.
25 25 5

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 = 0 0 25 125
7 70 0
5

− +
=

+ +
 

( vì lim
n n9 15lim 0

25 25
⎛ ⎞ ⎛ ⎞= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 do 0  < 9 15 1
25 25

< < ) 

  Ví duï 4 : Tính caùc toång voâ haïn caùc soá haïng của caáp soá nhaân sau :  

a) S = 1 - 1 1 ....
2 4
+ −                 b) S = sin2 x + sin4x + sin6x + . . . (x ≠ k

2
π
+ π  ) 

Giaûi : a) Aùp duïng coâng thöùc : S = 1u
1 q−

  với |q| < 1 . 

Ta coù vì | q | = 1
2

 < 1 neân S = 1 2
1 31
2

=
+

 

b) Vì x ≠ k
2
π
+ π  neân |q| = sin2 x ≠ 1 töùc |q| < 1 , do ñoù   

   S = 
2 2

21
2 2

u sin x sin x tan x
1 q 1 sin x cos x

= = =
− −

 

* Daïng 4 : Tìm giới hạn baèng caùch thieát laäp coâng thöùc un theo n  

 Ví duï 5 : Tìm limun bieát  un = 2 2 2 2

1 1 1 1...
1 1 2 2 3 3 n n

+ + + +
+ + + +

 

Giaûi  Ta ruùt  goïn un baèng caùch nhaän xeùt soá haïng tổng quaùt     

 2

1 1 1 1
k k k(k 1) k k 1

= = −
+ + +

 ( 1 ≤  k ≤  n )   

Suy ra : un = 1 1 1 1 1 1 1 1...
1 2 2 3 3 4 n n 1
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + − + − + + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟+⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= 1 - 1
n 1+

 

=> limun = lim 11 1
n 1

⎛ ⎞− =⎜ ⎟+⎝ ⎠
 

  Ví duï 6 : Cho daõy soá un ñònh bôûi : 
1

n

n 1 n

u 1

1u u ; n 1
2+

=⎧
⎪
⎨ ⎛ ⎞= + ≥⎪ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎩

 

  Chöùng minh un = 2 - 2
n1

2
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, n∀  . Suy ra limun. 
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Giaûi  Ta chöùng minh un = 2 - 2
n1

2
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (1) , n∀  baêng phưong phaùp quy naïp . 

• Ta coù : u1 = 2 – 2.
11

2
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

= 1 : vậy (1) ñuùng khi n = 1  

• Giaû söû  uk = 2 – 2.
k1

2
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, thế thì theo giaû thieát quy naïp : uk+1 = uk + 
k1

2
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 uk+1 = 2 – 2.
k1

2
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

+
k1

2
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

= 2 - 
k k 11 12 2.

2 2

+
⎛ ⎞ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

: (1) ñuùng khi n = k + 1  

Vậy (1) ñuùng với n∀  . Suy ra : 

limun = 2 – 2lim
n1

2
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

= 2 – 0 = 2  

Ghi chuù : Ta coù theâ thieát laäp tröïc tieáp coâng thöùc (1) baèng nhaän xeùt un – un – 1 laø một caáp soá nhaân coâng boäi 1
2  

C. Baøi Taäp  Reøn Luyeän 

4.7. Choïn caâu ñuùng : 3n sin(2n 4)lim
2n

+ +  

  a) 1   b) 2 c) 0 d) 3
2

 

4.8. Choïn caâu ñuùng : lim 2n 1
3 n
−
−

 = 

  a) 2
3

    b) – 1
3

  c) 1 d) – 2 

4.9. Choïn caâu ñuùng : lim
2

2

3(2n 1) n
4(n 7)(3n 1)

−
+ −

 = 

  a) ½    b) 1
3

  c) 0 d) 3
4

  

 

4.10. Choïn caâu ñuùng : lim
2

3 2

n n 3n 1

n 2n 1

+ + −

+ +
 = 

  a) 4   b)3 c) 0 d) - 1  

4.11. Choïn caâu ñuùng : lim
n 1 2n 1

n 4 n 1

3 5
2 25

+ −

+ −

−
+

 = 

  a) – 5   b) – 1/5 c) 3/16  d) ñaùp soá khaùc  
 
4.12. Choïn caâu ñuùng : Toång voâ haïn của  caáp soá nhaân sau  -  4 + 2 – 1+ . . .baèng :  

  a) 16   b) 16
3

 c) 6 d) ñaùp soá khaùc  

4.13.  Tìm giới hạn caùc daõy soá sau : 

  a) sin(2n 1)lim 3
n
+⎛ ⎞−⎜ ⎟

⎝ ⎠
 b)  

22 n 3 cosnlim
n 1

⎛ ⎞+ −
⎜ ⎟⎜ ⎟+⎝ ⎠

 

4. 14. Tìm giới hạn caùc daõy soá sau :  

 a) 
2

2

n 2n
3n n 1

+
+ +

 b) 
3 2

4 2

2n n
n 3n 6

+
− +

 c) 
2

3

(2n 4)(3n 4)(3n 1)
(2n 5) )(5n 2)
+ − +

+ −
 

 d)  
3 3 2

2

n n n

n 2n 3 2n 7

− +

− + + −
 e) 

3

2

n n 7 n 1
(2n 1)
− + + −

+
 

4. 15. Tìm giới hạn caùc daõy soá sau :  
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 a) 
n n 1

n n

4.3 7
2.5 7

++
+

  b) 
n n 1

n 1 n

2 3
5.2 4.3

+

+

+
−

 

 c) 
2n n 1 2n 1

n 1 n 2

2.3 6 2
(2.3 3.2 )

+ −

−

+ −
−

   

4. 16. Tính caùc toång voâ haïn của caáp soá nhaân sau :  
 a) 1000 + 100 + 10 + . . .  b) 1 + cos2x + cos4x + . . .(x ≠ k π ) 
 c) 1 x x ...− + −   d)  

4.17.  Trong mặt phẳng Oxy , một oác seân boø töø goác O theo phương Ox 1 m , roài queïo traùi theo phương Oy  
roài laïi queïo traùi theo phương Ox vaø cöù theá , khoaûng caùch boø laàn sau baèng nöõ a khoaûng caùch trước ñoù . Hoûi 
boø maõi thì oác seân seõ ñến vò trí naøo ? 

4. 18.  Bieåu dieãn caùc soá thaäp phaân tuaàn hoøan sau ñaây dưới daïng phaân soá , ví duï : 38 1,151515..
33

= .   laø soá 

thaäp phaân tuaàn hoøan coù chu kì laø 15 
 a) 0, 123123123. . .  b) 1, 272727 . . . 
 
4.19.   Cho một goùc xOy = 300 . Töø ñieåm A treân Ox với OA = 1 , đöïng AA1 vuoâng goùc Oy . Tieáp theo döïng 
A1A2  vuoâng goùc Ox , roài A2A3 vuoâng goùc Oy vaø cöù theá maõi maõi .  
Tình ñộ daøi ñường gaáp khuùc AA1 A2 . . .  

4.20.  Cho hình vuoâng ABCD coù ñộ daøi laø 1. Ta nội tiếp trong hình vuoâng naøy một hình vuoâng thöù hai , coù 
ñænh laø trung ñieåm của caùc caïnh của noù. Vaø cöù theá . . . . Tính toång  
chu vi của caùc hình vuoâng . 

* 4. 21.  Tìm giới hạn caùc daõy soá sau :  

 a) 1 4 ... (3n 1)
1 6 ... (5n 1)
+ + + +
+ + + +

  b) 
n 2 n

n 2 n

3 (1 2 2 ... 2 )
2 (1 3 3 ... 3 )

+ + + +
+ + + +

 

 c) 2 2 2

1 1 1...
2 1 3 1 n 1

+ + +
− − −

  

 d) 1 1 1 1. . .
n 1 2 2 3 n n 1
⎛ ⎞

+ + +⎜ ⎟+ + + +⎝ ⎠
   

* 4. 22.  Tìm giới hạn caùc daõy soá sau :  

 a) 1 1 1...
2 1 1 2 3 2 2 3 (n 1) n n n 1

+ + +
+ + + + +

  

 b)  2 2 2 2 2 2

2 3 n...
(2 1) (3 1) (n 1)

+ + +
− − −

 

 

*4. 23.  Cho daõy soá : 
1

n
n 1 .

n

u 2
2u 1u (n 1)

u+

=⎧
⎪

−⎨ = ≥⎪
⎩

 . Tìm coâng thöùc tính un theo n . Suy ra limun. 

D. Höôùng Daãn – Ñaùp Soá    

4.7. (d)   n n
3 sin(2n 4) 3lim(u ) lim 0 lim u
2 2n 2

+
− = = => =  

 4.8. (d)    lim

122n 1 2nlim 2
33 n 11
n

−−
= = = −

− −−
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4.9. (b)  lim
2

2 2

2 2
2

13(2 )3(2n 1) n 3.2 1nlim
7 14(n 7)(3n 1) 4.1.3 34(1 )(3 )
n n

−−
= = =

+ − + −
 

4.10.(c)   lim
2

3 2

n n 3n 1

n 2n 1

+ + −

+ +
 = 

2 3

3

1 1 3 1
n n n nlim

2 11
n n

+ + −

+ +
 ( chia T vaø M cho 3n ) 

= 0 0
1
=  

4.11. (a)  lim
n 1 2n 1

n 4 n 1

3 5
2 25

+ −

+ −

−
+

 = 

n

n n

n
n n

3 11 33.3 .25 25 55lim lim
1 2 116.2 .25 16.25 25 25

⎛ ⎞ −− ⎜ ⎟
⎝ ⎠=
⎛ ⎞+ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

= - 5 

4.12. (b) Ta coù :   8 -  4 + 2 – 1+ . . .=  8 16
1 31 ( )
2

=
− −

 

4.13. a) Ta coù : lim (un – 3) = sin(2n 1)lim
n

− +  

Maø 

sin(2n 1) 1
n n

1lim 0
n

⎧ − +
≤⎪⎪

⎨
⎪ =⎪⎩

  neân lim(un – 3) = 0 => limun = 3 

b) Ta coù :  
2

n
1 cosnlim(u 2) lim

n 1
−

− =
+

 

Maø 

21 cosn 2
n 1 n
2lim 0
n

⎧ −
≤⎪

⎪ +
⎨
⎪ =⎪⎩

 => n nlim(u 2) 0 lim u 2− = => =  

 

4. 14. a) limun = 1
3

 (Chia töû vaø maãu cho n2 ) 

b) limun = 0 ( Chia töû vaø maãu cho n4) 

c) limun = 
2

3

2.3.3 2
2 .5 5

= ( Chia töû vaø maãu cho n4 ) 

d) limun = 
3 1 1

31 2
=

+
 (Chia töû vaø maãu cho n = 32 3n n= ) 

e) limun = 2

0 0 0
2
+

=  (Chia töû vaø maãu cho n2 = 4n )  

4. 15. a) limun = lim

n

n

34. 7
0 77 7
0 152. 1

7

⎛ ⎞ +⎜ ⎟ +⎝ ⎠ = =
+⎛ ⎞ +⎜ ⎟

⎝ ⎠
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b) limun = lim 

n

n

2 3
0 33
0 4210. 4

3

⎛ ⎞ +⎜ ⎟ +⎝ ⎠ =
−⎛ ⎞ −⎜ ⎟

⎝ ⎠

 = - 3
4

 c) limun = 

n n

2n

6 1 42 6. .
9 2 9

2 23.
3 3

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞−⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

 = 9
2

=    

4. 16. a) S = 1 100001000.
1 91

10

=
−

 b) S = 2 2

1 11.
1 cos x sin x

=
−

 

 c) S = 1. 1
1 x+

 

4. 17. Caùc hoaønh ñộ lần lượt của oác seân laø : 1 , - 1 1; ;...
4 16

laäp thaønh một caáp soá nhaân , soá haïng ñaàu 1 , coâng 

boäi - 1
4

 . Suy ra hoaønh ñộ của oác seõ tieán ñến vị trí 1 41.
1 51
4

=
+

  

(m) . Caùc tung ñoä của oác seân laø : 1 1 1; ; ;....
2 8 16

− laäp thaønh một caáp soá nhaân , soá haïng ñaàu 1
2

 , coâng boäi - 

1
4

 . Suy ra tung ñoä của oác seõ tieán ñến vị trí la : 1 1 2.
12 51
4

=
+

 

Vậy oác seân seõ boø  ñến ñieåm 4 2;
5 5

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

4. 18. Ta vieát soá thaäp phaân dưới daïng một toång voâ haïn : 
  0,123 + 0, 123123 + 0, 123123123 . . . . 

Ñaây laø toång voâ haïn của một caáp soá nhaân , soá haïng ñaàu 0, 123 , coâng boäi q = 1
1000

 

, suy ra soá ñoù laø : 123 1 123 41.
11000 999 3331

1000

= =
−

 

b) Ta coù  : 1, 272727 . . . = 1 + 0, 27  + 0, 2727 + 0, 272727  + . . . 

    = 1 + 27 1 27 3 14. 1 1
1100 99 11 131

100

= + = + =
−

 

 
 
 
4. 19. 
 
 
 

Caùc tam giaùc OAA1 , OA1A2 . . .  laø caùc tam giaùc nöõ a ñeàu , cho ta : 2 31 2

1 1 2

A AA A 3...
A A A A 2

= = =  , suy ra caùc 

ñoaïn AA1 , A1A2, A2A3 . . . laäp thaønh một caáp soá nhaân , soá haïng ñaàu AA1 = 1 1.OA
3 3

=  , coâng boäi 3
2

. 

Vậy ñộ daøi ñoaïn gaáp khuùc laø : 1 1 2.
3 3 2 3 31

2

=
−

−
 

O 

A 

A1 

A2

A3
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4. 20. Caùc caïnh hình vuoâng naøy baèng 1
2

 caïnh hình vuoâng  

trước noù . Do ñoù caùc chu vi hình vuoâng laäp thaønh một caáp soá  
nhaân  soá haïng ñaâu laø 4 ( chu vi hình vuoâng ABCD) , coâng boäi  

laø 1
2

, vậy toång caùc chu vi laø : 4. 1
11
2

=
−

4 2 4(2 2)
2 1

= +
−

 (m )  

*4. 21. a) Töû laø toång n + 1 soá haïng của một caáp soá coäng với u1 = 1 , d = 3 vaø maãu laø toång của n + 1 soá 
haïng của một caáp soá coäng với v1 = 1 , d’ = 5 . Vậy :  

  n

(n 1) (2 3n)
2u

n 1(2 5n)
2

+
+

=
+

+
 = 2 3n

2 5n
+
+

 => limun =  3
5

 

b) Bieåu thöùc trong daáu ngoaëc của töû laø toång n + 1 soá haïng của một caáp soá nhaân với u1 = 1 , q = 2 vaø của 

maãu laø toång của n + 1 soá haïng của một caáp soá nhaân với v1 = 1 , q’ = 5 . Vậy :  un = 

n 1
n

n 1
n

1 23 .
1 2

1 32 .
1 3

+

+

−
−
−
−

 = 

n

n

1 2
2 .2
1 3
3

⎛ ⎞ −⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎛ ⎞ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

  ( Chia töû vaø maãu cho 2n.3n )   => limun = 4
3

 

c) un = 1 1 1...
1.3 2.4 (n 1)(n 1)

+ + +
− +

  maø 1 1 1 1
(k 1)(k 1) 2 k 1 k 1

⎛ ⎞= −⎜ ⎟− + − +⎝ ⎠
 

 => un =  1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1...
2 1 3 2 4 3 5 4 6 n 1 n 1
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + − + − + − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥− +⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 

= 1 1 1 11
2 2 n n 1
⎡ ⎤+ − −⎢ ⎥+⎣ ⎦

 => limun = 3
4

  

Ghi chuù : Ta bieán moõi soá haïng của un thaønh hieäu thuoäc daïng : 
un = ( a1 – a3 ) +( a2 – a4 ) + ( a3 – a5  ) + ( a4 – a6 ) + . . .+ ( an-2 - an ) + ( an – 1 – an + 1) 

 =  a1 + a2  - an – an + 1   

d) un = ( )1 n 1 11 2 2 3 ... n n 1
n n

+ −
− + − + − − + + = => limun = 1  

*4.22. a) Ta ruùt goïn un  theo caùch của caâu (c) treân ñaây baèng nhaän xeùt :  

  
( )

1 1
(k 1) k k k 1 (k(k 1). k 1 k

=
+ + + + + +

 

                                            = k 1 k 1 1
k(k 1) k k 1
+ −

= −
+ +

 

Suy ra : un = 1 1 1 1 1 1 1 1...
1 2 2 3 n n 1 1 n 1
− + − + + − = −

+ +
 

=> limun = 1 
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b) Ta coù : 
2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

k k 1 (k 1) (k 1) 1. 1 1.
4 4(k 1) (k 1) (k 1) (k 1) (k 1) (k 1) (k 1)

⎛ ⎞+ − −
= − = −⎜ ⎟− + − + − − +⎝ ⎠

 => un = 

= 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1...
4 1 3 2 4 3 5 (n 2) n (n 1) (n 1)
⎛ ⎞

− + − + − + + − + −⎜ ⎟− − +⎝ ⎠
 = 

2 2 2 2

1 1 1 1 1
4 1 2 n (n 1)
⎛ ⎞

+ − −⎜ ⎟+⎝ ⎠
=> limun = 1 1 31

4 2 8
⎛ ⎞+ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

   

*4. 23. Ta coù : u1 = 2 , u2 = 3
2

, u3 = 3 1 4
3 3
2

−
=  . Ta chöùng minh : un = n 1

n
+ , n∀  baèng phưong phaùp quy naïp 

. Suy ra : limun = lim n 1 1
n
+

=  

 
§3. Daõy soá daàn ñến voâ cöïc  

A. Toùm Taét Giaùo Khoa . 
1. Daõy soá daàn ñến voâ cuïc : 

• (un) coù giới hạn laø + ∞  nếu moïi soá haïng ñeàu lôùn hôn một soá dương lôùn tuøy yù cho trước keå töøø 
một soá haïng naøo ñoù trôû ñi .  

                Kí hieäu : limun = + ∞  hoaëc un →  + ∞   
• (un) coù giới hạn laø - ∞  nếu moïi soá haïng ñeàu nhoû hôn một soá aâm nhoû  tuøy yù cho trước keå töø một 

soá haïng naøo ñoù trôû ñi .  
                 Kí hieäu : limun = - ∞  hoaëc un →  - ∞   

CHUÙ YÙ : (1) lim nk = + ∞  , lim m kn =  + ∞  , k , m : số nguyeân dương .   

      (2) Nếu lim un = 0 vaø un ≠ 0 , n∀  thì lim
n

1
| u |

= +∞  

                (3) Nếu lim  un   = + ∞ ( hoaëc – ∞ ) thì lim
n

1 0
| u |

=  

       (4) Giaû söû limun = + ∞  vaø L  > 0 , thế thì :  
 

limvn L 0  + ∞   - ∞   
Lim (un + vn ) + ∞   + ∞   + ∞   ? 
Lim (un – vn ) + ∞   + ∞   ? + ∞    

lim(un . vn) + ∞   ? + ∞   - ∞   

lim n

n

u
v

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
 

+ ∞   
 

+ ∞ (L > 0)  
hoaëc  

– ∞ (L<0)  

 
? 

 
? 

lim n

n

v
u

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
 

0 
 

0 
 

? 
 

? 

 
Caùc  trường hợp coù daáu ? laø caùc trường hợp ta khoâng theå xaùc ñònh ñöôïc giới hạn : daïng ∞  - ∞  , 0. ∞  vaø 
∞
∞

 ( ñaõ xeùt moät phaàn ôû §2.Daïng 2 )  , goïi laø daïng voâ ñònh . Ta thöôøng phaûi söû duïng caùc thuaät toaùn ñeå khöû 

caùc daïng naøy , ñöôïc trình baøy trong phaàn sau . 
 
B. Giaûi Toaùn 
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Daïng 1 : (daïng ∞
∞

)  

  Ví duï 1 : Tìm caùc giới hạn sau : 

 a) 
2

3

(2n 1)(3n 1)
(2n 4)
− +

−
     b) 

2

2

4n n 1
(2n 1) (n 6)

− −
− +

     c) 
3 2

2

n n n 8
2n 7n 9
− + +
+ +

 

Giaûi : a) Chia töû vaø maãu cho n3 (luõy thöøa baäc cao nhaát của töû vaø maãu), ta ñöôïc :  

  
2

2

n 3
3

1 1(2 )(3 ) 2.3 9n nlim u lim
4 2 4(2 )
n

− +
= = =

−
 

b) Chia töû vaø maãu cho n3 (luõy thöøa baäc cao nhaát của töû vaø maãu), ta ñöôïc :  

  
2 3

n
2

4 1 1
0n n nlim u lim 0

1 6 2.1(2 ) (1 )
n n

− −
= = =

− +
 

c) Xeùt un = 
2

3 2

2n 7n 9
n n n 8

+ +
− + +

 > 0 , n∀    

Ta coù : lim u n   = 0  ( ñoäc giaû giaûi tương tự caâu (b) ôû treân )  

Suy ra : lim 
3 2

2

n n n 8
2n 7n 9
− − +
+ +

= lim
n

1
u

= +∞   

Nhaän xeùt : Qua caùc ví duï treân , neáu töû vaø maãu laø caùc ña thöùc baäc k vaø m theo n thì  :  

 

o

ok k 1
o 1

m m 1
0 1

a
neáu k m

b
a n a n ...

lim 0 neáu k m
b n b n ...

neáu k m

−

−

⎧ =⎪
⎪+ + ⎪= <⎨

+ + ⎪∞ >⎪
⎪⎩

 

  Ví duï 2 : Tìm giới hạn caùc daõy soá  sau : 

  a) 
3 3 2

2

8n n 1

n n

+ +

+
 b) 

3

2

n n 6 n 6
2n 1
+ + − +

+
 

Giaûi a) Chia töû vaø maãu cho n = 32 3n n= , ta ñöôïc :  

   un = 
3

3
1 18
n n

11
n

+ +

+
   

suy ra : limun = 
3

32
1 1lim 8 8n n 2

1 1lim 1
n

+ +
= =

+
 

b) Chia töû vaø maãu cho n2 = 4n , ta ñöôïc :  

  limun = 
3 4

2

1 1 6
n n nlim

12
n

+ +

+
 = 

3 4

2

1 1 6lim
n n n

1lim 2
n

+ +

+
= 0 0

2
=   
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Daïng 2 ( daïng ∞  - ∞  )  : Tìm giới hạn của P(n) Q(n)− trong ñoù P(n), Q(n) laø hai ña thức cuøng 
baäc theo n 

Vieát : P(n) Q(n)−  = P(n) Q(n)
P(n) Q(n)

−
+

 , ta ñöa veà trường hợp của daïng 1.  

• Tương tự : 3 3
2 23 33

P(n) Q(n)P(n) Q(n)
P(n) P(n)Q(n) Q(n)

−
− =

+ +
  

  Ví duï 3   Tìm giới hạn caùc daõy soá  sau : 
  a) 2 2n n 28 n 4n 5+ + − − +  b) 24n 20n 1 2n 5+ + − −  

  c) 3 3 2( 8n n 1 2n 2007)+ − − +   

Giaûi a) Ta coù :  

 limun = lim 
2 2

2 2 2 2

(n n 28) (n 4n 5) 5n 23lim
n n 28 n 4n 5 n n 28 n 4n 5

+ + − − + +
=

+ + + − + + + + − +
  

          = lim 

2 2

235 5 0 5n
1 1 21 28 4 51 1

n n n n

+ −
= =

+
+ + + − +

 

  b) limun = 
2 2

2 2

(4n 20n 1) (2n 5) 24lim lim
4n 1 2n 5 4n 20n 1 (2n 5)

+ + − + −
=

+ + − + + + +
  

                = lim 

2

24
0n 0

2 220 1 54 2
n n n

−

= =
+

+ + + +
 

c) imun = lim( 3 3 2( 8n n 1 2n) 2007+ − − +  

            = lim
3 2 3

3 2 2 3 2 2 23 3

(8n n 1) (2n)

(8n n 1) 2n. (8n n 1) (2n)

+ − −

+ − + + − +
  + 2007 

            = lim
2

2

33
3 3

11
n

1 1 1 18 2. 8 4
n n n n

−

⎛ ⎞+ − + + − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 +  2007 ( chia töû vaø maãu cho n2 ) 

                        = 1 12007 2007
4 4 4 12

+ =
+ +

 

  Ví duï 4 : Tìm  giới hạn caùc daõy soá sau :  

  a) 3n n n 8+ − +             b) n 7 3n 2+ − +       c) 5
4n 1 3n 2− − +

  

Giaûi :   

a) Ta coù limun = lim  3n ( 2 3

1 1 81
n n n

⎛ ⎞
+ − +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

Vì lim 3n  = + ∞  vaø lim 2 3

1 1 81
n n n

⎛ ⎞
+ − +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
= 1 

Do ñoù limun = + ∞   
Ghi chuù : ÔÛ caâu (a) , tuy laø daïng voä ñònh ∞  - ∞  nhöng daõy soá un = 3n n+  tieán ñến voâ cuïc “ nhanh hôn “ 
daõy soá vn = n – 8 neân lim(un – vn) = + ∞  .  
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Nhöõng giaù trị của un  vaø vn tương ứng với caùc giaù trị raát  lôùn của n trong baûng dưới ñaây cho thaáy ñieàu ñoù :  
 

N 100 1000 10000 
un 1000,04 31.622 1000000
vn 92 992 9992 

un - vn 908,04 30.630 990.008 
 
So saùnh với lim 2 2n n 28 n 4n 5+ + − − +  ôû VD1 _caâu a) , ta thaáy caû un vaø vn ñeàu tieán tôùi voâ cöïïc vôùi giaù 
trị ngang baèng nhau neân lim(un – vn) = 2, 5 . 
 

N 100 1000 10000 
un 100,637 1.000,513 10.000,501 
vn 98 998 9998 

un - vn 2,637 2,513 2,501 

b) limun = 7 2lim n( 1 3 )
n n

+ − +  

Vì lim 7 2n vaø lim 1 3 1 3 0
n n

⎛ ⎞
= +∞ + − + = − <⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
    neân nlim u = −∞  

 c) Chia töû vaø maãu cho  n

5
nn ,lim u

1 24 3
n n

=
− − +

 

Töû tieán daàn ñến 0 vaø coù giaù trò dương  coøn maãu tieán daàn ñến 4 3−  > 0 , do ñoù nlim u = +∞        
 

  Ví duï 5 : Tìm giới hạn daõy soá   
2

2

n 3 n n

4n 5 2n 1

+ − +

+ − +
  

Giaûi : limun= 
2 2 2 2

2 2 2 2

(n 3) ( n n) ( 4n 5 2n 1lim .
n 3 n n ( 4n 5) (2n 1)

+ − + + + −

+ + + + − −
( nhaân töû vaø maãu cho löôïng lieân hieäp )   

           =  lim
2

2

5n 9 4n 5 2n 1.
4n 4n 3 n n

+ + + −
++ + +

 

                   = lim 
2

5 19 4 25
n nn .

43 1 41 1 nn n

+ + −+

++ + +
 ( Chia töû vaø maãu của töøng bieåu thöùc phaân cho n )   

                   = 5 2 2 5.
1 1 4 2

+
=

+
 

Ghi chuù : ÔÛ ñaây töû vaø maãu ñeàu laø hieäu của hai daõy soá  “ ñoàng taøi ngang söùc “ , coù nghóa laø giới hạn của 
hieäu của chuùng laø một soá höõu haïn , cho neân ta phaûi duøng löôïng lieân hieäp ñeå tìm giaù trị höõu haïn aáy . Coøn ñối 

với daõy soá  trong ñoù töû hay maãu laø hieäu hai daõy soá khoâng “ ñoàng taøi ngang söùc “ , ví duï  : 
2

2

2n 3 n n

n 5 2n 1

+ − +

+ − +
 , 

trong ñoù giới hạn  của töõ vaø maãu ñeàu laø voâ haïn thì ta giaûi nhö daïng 1. Cuï theå nhö sau :  
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 limun = lim

2

3 12 1
n n

5 11 2
n n

+ − +

+ − +
= 2 1 1

1 2
−

= −
−

  

Caàn nhaän bieát hai daõy soá an + b vaø an + b’, hoaëc an2 + bn + c vaø an2 + b’n + c’ . . .      ( töùc caùc đa thức 
cuøng baäc vaø heä soá của baäc  cao nhaát baèng nhau ) laø hai daõy soá‘ “ ñoàng taøi ngang söùc “ 
 
C. Baøi Taäp  Reøn Luyeän 
4.24. Choïn caâu ñuùng : Trong caùc daõy soá dưới ñaây, daõy soá  naøo daàn ñến + ∞ ? 

  (I) 2n 7 n 4+ − +  (II) 
2 2

3

(2n 3)
(3 n)

−
−

 

  a) Chæ (I)  b) Chæ (II) c) Caû (I) vaø (II) d) Khoâng daõy soá naøo  

4.25. Choïn caâu ñuùng : Trong caùc daõy soá dưới ñaây, daõy soá  naøo daàn ñến  0 ? 

  (I) 3
2n 1 2n 4+ − +

 (II) 3n 1 n
2n 3 n 1

+ −
+ − +

 

  a) Chæ (I)  b) Chæ (II) c) Caû (I) vaø (II) d) Khoâng daõy soá naøo. 

4.26. Choïn caâu ñuùng : 4 4lim n( n n 3 n 3n 1+ + − + − ) 
  a) 0   b) - 2 c) + ∞  d) – ∞   
 

4.27. Choïn caâu ñuùng : lim ( )24n 2n 7 2n 3)+ + − +  = 

  a) 7/2   b) – 5/2  c) 0 d) + ∞   

4.28. Choïn caâu ñuùng : lim
2 2n n 1 n 2n 7

n 7 n 3
+ − − + +

+ − +
 = 

  a) 0   b) – 1 c) + ∞   d) – ∞       
4. 29. Tìm giới hạn caùc daõy soá sau :  

 a) 
3 2

2n 4

n n 1

−

+ +
 b) 2n 3 n 4+ − +  c) 1

2n 3 n 1+ − +
 d) 2n – 3 - 

3n n 3− +  e) 33 4n n−   

4.30.  Tìm giới hạn caùc daõy soá sau :  
 a) 2n 4 2n 1+ − +   b) 2n 2n n 3− +  

 c) 2 4 2(1 n ) n 3n 1+ − + +  d) 2 24n n 1 4n 3n 6+ − − − +  

 e) n + 2 - 3 3n 2n 1+ +  

4. 31.  Tìm giới hạn caùc daõy soá sau :  

 a) 
2

2

n n 5

2n 1 4n 4n 3

− +

+ − + +
  b) 

3 3

4 2

n 1 n

n 1 n

+ −

+ −
 

 c) 
2

2

2n 4n n

2n n 8n

− +

− +
  d) 

3 3

2

n 5 8n n 1

n 2 n 7

− − + +

+ − +
 

*4. 32.  Tìm giới hạn caùc daõy soá sau :  

 a) 
2n 3n 1 2n 3

2n 1
+ − − +

+
       b)(2n+1) ( )4 42n n 1 2n 3n 1− + − + +  

 c) ( )2 2(3n 1) n n 7 n n 2− + + − + +        d) 32 3 24n n 8n 3n+ − +  
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  e) 32 3 24n 1 n 7 2n 1+ + − +  

*4.33. Cho daõy soá  un = 1 + 1 1 1...
2 3 n
+ + + . Chöùng minh limun = + ∞  

D. Höôùng Daãn – Ñaùp Soá   

4.24.(a) * n
7 4lim u lim n 2 1
n n

⎛ ⎞
= + − +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 = + ∞   

* 
2

2

n
3

3(2 )
nlim u lim

1 3( 1)
n n

−
=

−
= - ∞  vì töû soá daàn ñến 0 với caùc giaù trò aâm vaø maãu soá daàn ñến 4. 

4.25.(d)  * n
3( 2n 1 2n 4)lim u lim

3
+ + +

= = −∞
−

 

* n

1n 3 1
n

lim u lim
3 1n 2 1
n n

⎛ ⎞
+ −⎜ ⎟

⎝ ⎠=
⎛ ⎞

+ − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 = 3 1
2 1
−
−

 

4.26. (b)   n 4 4

2n 4lim u lim n
n n 3 n 3n 1

− +
=

+ + + + +
 = - 2 

 

4.27.(a) lim ( )
2 2

2

2

(4n 2n 7) (2n 3)4n 2n 7 2n 3) lim
4n 2n 7 2n 3

+ + − −
+ + − + =

+ + + −
 = 

= lim 
2

14n 2 14 7
2 2 24n 2n 7 2n 3

−
= =

++ + + −
 

4.28.(d) lim
2 2n n 1 n 2n 7

n 7 n 3
+ − − + +

+ − +
 = 

2 2

n 8 n 7 n 3lim .
4n n 1 n 2n 7

− − + + +

+ − + + +
 

= lim

2 2

81 n 7 n 3n .
41 1 2 71 1

n n n n

− − + + +

+ − + + +
 = - 1 . ( +∞  ) = - ∞   

4. 29.  a) limun = lim
3

2 3

42
n

1 1 1
n n n

−

+ +
= + ∞  vì lim(2 - 4)

n
 = 2 , lim( 3

2 3

1 1 1 0
n n n
+ + =  vaø 3 2n n 1 0+ + > , n∀  

. 

b) limun = 3 4n 2 1
n n

⎛ ⎞
+ − + = +∞⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 vì lim 3 4n ; lim 2 1 2 1 1

n n
⎛ ⎞

= ∞ + − + = − =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

c)  limun = lim 1 0
3 4n 2 1
n n

=
⎛ ⎞

+ − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 vì giới hạn của maãu laø + ∞  . 

d) limun = 3
2 33

1 3 1 3n ( 1
n nn n

− − − + ) = - ∞  vì lim 3n = +∞  vaø  

lim 2 33

1 3 1 3( 1
n nn n

− − − +  = 0 – 1 = - 1 

e) Chuù yù : 6 3 63 9 4 8n n vaø n n= =  , ta ñöôïc :  
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limun = lim 6 9 6
1n 1
n

⎛ ⎞
− = +∞⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
  

4. 30.  a) limun = lim 3 0
2n 4 2n 1

=
+ + +

 

b) + ∞  

c) limun = lim
2

2 4 2

n

1 n n 3n 1`

−

+ + + +
 = lim

2 2 4

1
1 3 11 1
n n n

−

+ + + +
= - 1

2
 

d) limun =  1  e) limun = 2 

4. 31. a) limun = lim 
2

2

5 2n 1 4n 4n 3.
2n n 5

− + + + +
−+ +

= lim
2

2

1 4 32 45 n n n.
2 51 1

n

+ + + +

+ +
= 5 

b) limun = 
3 3 4 2

4 432 3 3 23

n (n 1) n 1 nlim .
n 1 nn n n 1 (n 1)

− − + +
+ −+ − + −

 

= lim 
4

2

3 3
3 3

11 1
n

1 11 1 1
n n

+ +

⎛ ⎞+ − + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 = 2
3

                 

c) lim un = lim 

12 4
n
82 1
n

− +

− +
 = 0  

d) limun = lim
3

2 3

2

5 1 11 8
n n n

2 71 1
n n

− − + +

+ − +
 = - ∞  vì limT = 1 – 2 = - 1 < 0 vaø limM = 0 vaø M > 0 , n∀  (T : töø , M : 

maãu)  

*4. 32.  a) 
2 2

n

3 1 2 3n 1
n n n n

lim u lim
1n(2
n)

⎛ ⎞
+ − − +⎜ ⎟

⎝ ⎠=
+

= 1
2

 

b) n 4 4

4n 8lim u lim(2n 1) 2 2
2 22n n 1 2n 3n 1

− −
= + = = −

− + + + +
 

c)  n 2 2

5 15lim u lim(3n 1)
2n n 7 n n 2

= − =
+ + + + +

 

d) ÔÛ ñaây 24n n+  “ ñoà ng taøi ngang söùc”  với 24n 2n= , coøn 3 3 28n 3n+ thì  “ ñoà ng taøi ngang söùc” với 
3 38n 2n=  

  limun = lim( ( )32 3 2( 4n n 2n) (2n 8n 3n )+ − + − +   

            = lim 
2

32 2 3 2 3 2 22

n 3n

4n n 2n 4n 2n. 8n 3n (8n 3n )

⎛ ⎞−
⎜ ⎟+
⎜ ⎟+ + + + + +⎝ ⎠

 

                    = 1 3 0
4 12

−
+ =     
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e) ÔÛ ñaây 24n n+  “ ñoà ng taøi ngang söùc”  với 24n 2n= , coøn 3 3 2n n 1+ + thì  “ ñoàng ngtaøi ngang söùc 

vôùi 3 3n n=  

 3 3 32 3 3 3 2
nlim u 1 lim( 4n 1 n 7 2n n 7 2n n 7 2n )= + + + − + + + −  

= 1 + 3 33 2 3lim n 7( 4n 1 2n) 2n( n 7 n)⎡ ⎤+ + − + + −⎣ ⎦ = 1+ 1 91
4 4
+ =   

4.33.   Ta coù : m m 1 m 1 m2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1u 1 ( ) .... ...
2 3 4 5 6 7 8 2 1 2 2 2− −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + + + + + + + + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠
  

Bieåu thöùc trong daáu ngoaëc thöù nhaát coù 21 phaân soá , trong daáu ngoaëc thöù hai coù 22 phaân soá , . . ., trong daáu 
ngoaëc cuoái cuøng coù 2m phaân soá .  

Ta coù :  

m 1 m

1 1
2 2
1 1 1 1 1
3 4 4 4 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1
5 6 7 8 8 8 8 8 2
........

1 1 1...
2 1 2 2−

=

+ > + =

+ + + > + + + =

+ + >
+

 

Coäng , ta ñöôïc :  m2

mu 1
2

> + . Theo ñịnh nghĩa , ta suy ra : limun = + ∞  . 

B. GIÔÙI HAÏN CUÛA HAØM SOÁ . HAØM SOÁ LIEÂN TUÏC  
§4. Ñịnh nghĩa vaø một soá ñònh lí veà giới hạn haøm soá  

A. Toùm Taét Giaùo Khoa . 
1. Giới hạn của haøm soá taïi một ñieåm : 
 a) Giới hạn höõu haïn : Cho haøm soá f xaùc ñònh treân (a ; b) \ {x0 } vaø x0 ∈ (a ; b) , ta noùi : 

0x x
lim f(x)
→

 = L ( f coù giới hạn laø L taïi ñieåm x0)  ∀ (xn ), limxn = x-0 => nlim f(x )   = L   

 b) Giới hạn voâ cöïïc :  
  

0x x
lim f(x)
→

  = + ∞ ( - ∞  )  ∀ (xn ), limxn = x0 => nlim f(x )   = + ∞  ( - ∞  )    

2. Giới hạn taïi voâ cöïïc  . 
    

x
lim f(x)
→+∞

 = L    ∀ (xn ), limxn = + ∞   => nlim f(x )   = L    

 Tương tự với 
x
lim f(x)
→−∞

  

 Chuù yù :  Với  moïi k ∈ Z+ ,  

   a) kx

1lim 0
x→±∞

=  b) k

x
lim x

→+∞
= +∞   

   c) k

x

neáu k chaün
lim x

neáu k leû→−∞

+∞⎧
= ⎨

−∞⎩
 

   d) 
0x x

lim C C
→

=  ( C : haèng soá )        

3. Ñònh lí veà giới hạn : 
Ñònh lí 1 : Bieát 

0x x
lim f(x)
→

 = L , 
0x x

lim g(x)
→

= M , thế thì :  

     a) 
0x x

lim
→

[f(x) + g(x) ] = L + M  b) 
0x x

lim
→

[f(x) – g(x)] = L – M       
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       c) 
0x x

lim
→

 [f(x)g(x)] = LM d) Nếu M ≠ 0 thì 
0x x

lim
→

 f(x)
g(x)

 = L
M

 

Ñònh lí 2 : Bieát 
0x x

lim f(x)
→

 = L , thế thì :  

  a) 
0x x

lim f(x) L
→

=   b) 
0

33
x x
lim f(x) L
→

=  

 c) Nếu f(x) ≥  0 , 0x x∀ ≠ thì L ≥  0 vaø 
0x x

lim f(x) L
→

=       

     
  Ghi chuù : a) 

0x x
lim
→

(xn) = x0
n                 b) 

0x x
lim
→

 n n
ox x=  

 
 Neáu f(x) laø haøm soá đa thức , phaân thöùc hay  voâ tæ   xaùc ñònh taïi x0 thì 

0x x
lim f(x)
→

 = f(x0)   

 Caùc ñònh lí 1 vaø 2  treân vaãn ñuùng khi thay x0 baèng ± ∞  . 

B. Giaûi Toaùn . 
Daïng 1 : Tìm 

0x x
lim f(x)
→

bieát haøm soá f(x) laø haøm soá  laäp bôûi caùc pheùp toùan nhö coäng , tröø , nhaân 

chia … caùc haøm soá ña thöùc vaø  xaùc ñònh taïi xo . 
 Khi ñoù giới hạn laø f(x0) . 

  Ví duï 1  : Tìm caùc giới hạn sau :  

  a) f(x) = 2x 1
x 2
−
+

 taïi x0 = 2 b) f(x) = 
3

2

x 8 x 3
x 1 x
+ − +
+ +

  taïi x0 = 0  

Giaûi  a) f(x) laø haøm soá höõu tyû xaùc ñònh taïi  x0 = 2    neân 
x 2

3lim f(x) f(2)
4→

= =  

b) f(x) laø haøm soá sô caáp xaùc ñònh taïi   x0 = 0 neân 
3

x 0

8 0 3lim f(x) f(0) 5
1 0→

− +
= = =

+
    

Daïng 2 : Tìm ( )
( )→∞x

f xlim
g x

 trong ñoù f(x)  vaø  g(x) laø caùc ña thöùc hay bieåu thöùc tieán tôùi voâ cöïïc khi 

x tieán tôùi voâ cöïïc .   

•  Chia töû vaø maãu cho ñôn thöùc coù baäc cao nhaát , roài duøng : kx

1lim 0
x→∞

=   

  Ví duï 2 : Tìm caùc giới hạn sau: 

a) 
3 2

3x

2x x 5lim
3x x→+∞

− +
+

  b) 
2 2

3x

(3x x 1)lim
(2x 1) (5x 6)→−∞

− +
− +

 

c) 2x

2x 5lim
3x x 7→+∞

−
− +

  d) 
x
lim
→−∞

 
3 2

2x 9x 1 3x 2

4x x 1 x 1

− + − +

− − + + −
 

Giaûi  a) 
3

x x

2

1 52
x xlim f(x) lim

13
x

→+∞ → +∞

− +
=

+
  ( Chia töû vaø maãu cho x3 )  

                              = 2 0 0 2
3 0 3
− +

=
+

  

b) 
x x
lim f(x) lim
→− ∞ → −∞

=

2

2

3

1 13
x x

1 62 5
x x

⎛ ⎞− +⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  ( Chiatöû vaø maãu cho x4 = (x2 )2 = x3 . x )  
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           = 
( )2

3

3 0 0 9
(2 0) (5 0) 40

− +
=

− +
 

c) 
2

x x

2

2 5
x xlim f(x) lim

1 73
x x

→+ ∞ → +∞

−
=

− +
 = 0 0 0

3 0 0
−

=
− +

 

d) Chia töû vaø maãu cho 3x x x− = − − , ta ñöôïc :  

 
x x

3

1 1 22 9 3
x x x xlim f(x) lim

1 1 1 14
x x x x x

→−∞ →−∞

− − + − −
−=

+ − − +
−

= 2 9 3
4

−
= −   

 
Daïng 3 : Tìm giới hạn voâ cöïc .  

Chuù yù : a) on
0 1 n 1x

o

neáu a 0
lim (a x a x ...)

neáu a 0−→+∞

+∞ >⎧
+ + = ⎨

−∞ <⎩
 

b) Neáu 
0x x

lim
→

f(x) = + ∞  , 
0x x

lim
→

 g(x) = + ∞  thì :  

* 
0x x

lim
→

 [f(x) + g(x)] = + ∞  , 
0x x

lim
→

 [f(x)g(x)] = + ∞  , 
0x x

lim
→

[f(x)]n = + ∞    

c) Neáu 
0x x

lim
→

f(x) = 0 vaø 
0x x

lim
→

g(x) = L  ≠  0  thì  : 

  * 
0x x

lim
→

 a
f(x)

= +∞  ( a ≠ 0)   

 * 
0x x

lim
→

 g(x)
f(x)

= + ∞   

. . . . .. .  

  Ví duï 3 : Tìm caùc giới hạn sau : 

a) 
x 2

x 2 3xlim
| x 2 |→

+ +
−

  b) 
x
lim ( 1 3x 2x)
→−∞

− −   

  c) 
x
lim
→+∞

( 2x x 1 4x 5+ + − − ) d) 
x 1
lim
→

( 2

2 x 1.( 3x 2 4x 5)
(x 1)

+
− − +

−
          e) 

2

x

2x 4xlim
3x 1→+∞

+
−

 

Giaûi :  
a) Nhaän xeùt 

x 2
lim | x 2 | 0
→

− =  vaø |x – 2| > 0  , 
x 2
lim( x 2 3x) 4 6 8
→

+ + = + = > 0  

Vậy 
x 2
lim
→

= +∞     

b)  Vì 1 3x vaø ( 2x)− → +∞ − → +∞ khi x daàn ñến – ∞  , do ñoù  :
x
lim ( 1 3x 2x)
→−∞

− − = + ∞   

c) 2 2x x

1 1 4lim f(x) lim x( 1 )
x x x x→+∞ →+∞

5
= + + − −  = + ∞  vì       

2 2x x

1 1 4 5lim x vaø lim 1 1 0 1
x x x x→+∞ →+∞

⎛ ⎞
= +∞ + + − − = − =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

d) 2x 1

2 x 1lim
(x 1)→

+
= +∞

−
 vì töû 3 vaø maãu 0→ → vaø maãu > 0    

x 1
lim( 3x 2 4x 5) 1 9 2
→

− − + = − = −  

Do ñoù  
x 1
lim f(x)
→

= −∞    
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e)  Nhaän xeùt raèng töû vaø maãu ñeàu dương  ( tieán tôùi + ∞ )  khi x tieán tôùi + ∞  Ta coù : 

x x
lim f(x) lim
→+ ∞ → +∞

=

2

42
x

3
x x

+

1
−

 =  + ∞  vì giới hạn của töû laø 2 , cuûa maãu laø 0  

 
C. Baøi Taäp  Reøn Luyeän 

4.34.. Choïn caâu ñuùng : 
2

2x 1

2 | x | x xlim
x x 1→

+ +
− +

 =  

  a) 0   b) 1  c) 2 d) + ∞    

4.35. Choïn caâu ñuùng : 
x

5x 2lim
4x 1 x 3

→+∞

−
=

+ + +
 

  a)  + ∞    b) – ∞  c) 0 d)  1   
 

4.36. Choïn caâu ñuùng : 
2x

19x 19lim
2x 5 4x x 6→−∞

+

+ − + +
=  

  a) +∞    b) 19
4

 c) 0 d) – ∞   

 
4.37. Choïn caâu ñuùng : 

x
lim ( 2x 1 x 3)
→+∞

+ − +  = 

  a) 1
2 1+

  b) 0 c) 2 1−  d) + ∞   

4.38. Choïn caâu ñuùng : 2

x
lim (5 x 4x x 6)
→−∞

− + + +  =  

  a) 5 6−   b)  0 c) + ∞   c) – ∞       

  

4.39. Choïn caâu ñuùng : 
2 3

2 2x

(2x 4) (3 x)lim
( x 3) (3x 1)→−∞

− −
− + −

 =  

  a) 36   b) - 36 c) - 4
3

  c) 0      

4.40. Choïn caâu ñuùng : 2x 2

x 2 xlim
x 4x 4→

+ +
− + −

=  

  a) + ∞     b) – ∞   c) 0 d) 6 

4.41. Choïn caâu ñuùng : 
3 2

2 2x

x 2x 2 xlim
(2x 3) x x 3→+∞

+ +
− + +

=  

  a) 1
4

   b) 2  c) 0 d) + ∞   

4.42. Tìm caùc giới hạn sau : 

 a) 
2

2x 0

x x 1lim
| x 3 |→

+ +
−

  b) 
2

4x 3

x 1lim
x 3→

−
−

   

 c) 
2x 1

cos2 x sin xlim
x x→

Π + Π
+

 d) 
2

3x 2

cos x 2x x 9lim
tan( x / 8) x 1→

π + −
π + −

   

4.43. Tìm caùc giới hạn sau : 
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a) 
2

2x

2x 3x 5lim
x x 4→−∞

− +
+ +

  b) 
2 2

2 2x

(2x x 1)(x 1)lim
(3x 1)→+∞

+ − −
−

 

c) 
2

3 3x

2x 1 x xlim
8x x 1→−∞

− + −

− −
 d) 

5 4

3 2x

3x 1 x 3xlim
2x 7 x x→−∞

− + −

+ − +
 

e) 
2

4 2x

x 5lim (2x 5)
x 3x 1→+∞

+
−

+ +
 f) 

2

2x

2 | x | x x 1lim
x x 4→−∞

+ + +

+ −
  

4.44. Tìm caùc giới hạn sau : 

a) 2x 1

x 3 3xlim
2x | x 1|→−

+ −
−

  b) 
x
lim ( 5 2x x 5)
→−∞

− − +   

c) 
x
lim
→+∞

( 24x 3x 1 9x 5+ + − − ) d) 
x 1
lim
→−

( 2

2 3 x 6 .( 3 x 7 2x)
(x 1)
− −

− − −
+

         e) 

3

x

2x x 1 3x 2lim
(x 1) 3x 5→+∞

− + − −
− +

 

 
4. 45. Tìm caùc giới hạn sau :  

 a) 
x

sin xlim
x 2→+∞ +

  b)  
2

2x

cosx sin3xlim
x x 4→+∞

+
+ +

 

 c) 2x

x (1 sin x)(1 cosx)
lim

(2 sin x cosx)(x x 1)→+∞

+ +
+ + + +

 d) 2

x
lim (sin x x x 3
→+∞

− − + ) 

 
D. Höôùng Daãn – Ñaùp Soá    

4.34.(c) Vì haøm soá f(x) xaùc ñònh khi x = 1 neân 
x 1

4lim f(x) f(1) 2
1→

= = =  

4.35. (a)   
x x

2 2

25
xlim f(x) lim

4 1 1 3
x x x x

→+∞ →+∞

−
=

+ + +
 = + ∞    

4.36.(b)   
2x x

19x 19lim f(x) lim
2x 5 4x x 6→−∞ →−∞

+
= =

+ − + +

19 19
2 2 4

=
+

   

 

4.37. (d) 
x x

1 3lim ( 2x 1 x 3) lim x 2 1
x x→+∞ →+∞

⎛ ⎞
+ − + = + − +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 = + ∞    

4.38. (c) 2

x x
lim (5 x) vaø lim 4x x 6)
→−∞ →−∞

− = +∞ + + = +∞   

4.39.(c)   
2 3

2 3

2x x 2
2

4 3(2 ) ( 1) 2 ( 1) 4x xlim f(x) lim
3 1 ( 1) 3 3( 1 ) (3 )
x x

→−∞ →−∞

− − −
= = = −

−− + −
  

4.40.( b)  2 2x 2 x 2

x 2 x x 2 xlim lim
x 4x 4 (x 2)→ →

+ + + +
=

− + − − −
= - ∞   vì töû 6 , maãu 0 vaø 0→ → <  

4.41.(b) Chia töû vaø maãu cho x2 3x x x= :  
3

x x
2

2 12
x xlim f(x) lim

1 3 3(2 ) 1
xx x

→+∞ →+∞

+ +
=

− + +
= 2   
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 4.42. a) 
x 0

1lim f(x) f(0)
3→

= =  b) 
x 3

3 1 1lim f(x) f( 3)
9 3 3→

−
= = =

−
   

c) 
2x 1

cos2 sin 1lim f(x) f(1)
21 1→

Π + Π
= = =

+
 d) 

3x 2

cos2 1 1lim f(x) f(2)
2tan( / 4) 1→

π
= = =

π +
   

4. 43. a) 
x
lim f(x) 2
→−∞

=   b) 
x
lim f(x)
→+∞

 = 2
9

 

c)  
x x

3
2 3

1 12 1 1x xlim f(x) lim
21 18

x x

→−∞ → −∞

− − −
= =

− −
 d) 

5
4

x x
3

2

1 1 33 3x x xlim f(x) lim
27 1 12

x x x

→−∞ →−∞

− + −
= =

+ − +
 

e) 
2

x x

2 4

515 xlim f(x) lim (2 )
3 1x 1
x x

→+∞ →+∞

+
= −

+ +
 = 2 

f) 
2 2

2x x x

2

1 12 12x x x 1 x xlim f(x) lim lim
1 4x x 4 1
x x

→−∞ →−∞ →−∞

− − + +− + + +
= =

+ − − + −
= 3 

4.44. a) – ∞    
b) + ∞   

c) 2 2x x

3 1 9 5lim f(x) lim ( x) 4
x x x x→−∞ →−∞

⎛ ⎞
= − + + − − +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
= + ∞  vì  (- x) →  + ∞  vaø  soá haïng coøn laïi →  2 

d) Soá haïng ñaàu →  - ∞  , soá haïng sau →  - 1 neân f(x) →  - ∞   

e) Chia töû vaø maãu cho x x = x3 , giới hạn laø 2 0 2
33

−
=  

4. 45.  

 a) Vì  1f(x)
| x 2 |

≤
+

 →  0  khi x →   + ∞  neân  
x
lim f(x)
→+∞

 = 0  

b) Vì  2

2f(x)
x x 4

≤
+ +

 vaø 2x

2lim 0
x x 4→+∞

=
+ +

neân 
x
lim f(x)
→+∞

 = 0   

c) Vì 2 sin x cosx(1 sin x)(1 cosx) (bñt Coâ si)
2

+ +
+ + ≤ −  

neân  2

x
f(x)

2(x x 1)
≤

+ +
 maø 2x

| x |lim 0
2(x x 1)→+∞

=
+ +

=> 
x
lim f(x)
→+∞

 = 0  

d)  f(x) = x 2

sin x 1 31
x x x

⎛ ⎞
− − +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 maø 2x x

sin x 1 3lim 0 ; lim 1
x x x→+∞ →+∞

= − +  = 1 , do ñoù 
x
lim f(x)
→+∞

 = - ∞  .  

     

§5. Giới hạn một beân  
A. Toùm Taét Giaùo Khoa . 
 1. Cho f(x) xaùc ñònh treân khoûang (x0 ; b) : 
   

0x x
lim f(x)

+→
 = L  ∀xn ∈ (x0 ; b) , limxn = x0 => limf(xn ) = L     

             ( f(x) coù giới hạn phaûi laø L khi x→  x0 )  

2. Cho f(x) xaùc ñònh treân khoûang (a ; x0 ) : 
   

0x x
lim f(x)

−→
= L  ∀ xn ∈ (a ; x0 ) , limxn = x0 => limf(xn ) = L     
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             ( f(x) coù giới hạn traùi laø L khi x→  x0 )  

3. 
0x x

lim f(x)
→

 = L  
o 0x x x x

lim f(x) lim L
+ −→ →

= =  

4. Caùc ñònh lí 1 vaø 2 ôû  §3 cuõng ñuùng khi thay x →  x0 bôûi x →  xo
+ hay xo

- .  

5. kx O

1lim
x+→

= +∞  ( k  ∈ Z+ ) , 2k 2k 1x O x O

1 1lim ; lim
x x− − +→ →

= +∞ = −∞  

B. GIAÛI TOAÙN  
Daïng 1 : Tìm giới hạn phaûi , traùi  
Chuù yù khi  x ox +→  thì  x > x 0  vaø khi  x ox −→  thì  x < x0 

  Ví duï 1 : Tìm caùc giới hạn sau :  

 a) 
2x 1

x 1lim
x 4x 3+→

−

− + −
 b) 2x 2

x | x 2 |lim
x 2x−→

−
−

    c) 2x 2

x 2 3xlim
(x 4)+→

− +
−

   

Giaûi  a) Haøm soá f(x) xaùc ñònh treân ( 1 ; 3) . Ta coù : 
x 1 x 1 x 1

x 1 1 1lim f(x) lim lim
x 1. x 3 x 3 2+ + +→ → →

−
= = =

− − + − +
   

b) Chuù yù khi x 2−→  thì x <  2 , suy ra | x -  2| = - (x – 2)  

Ta coù : 
x 2 x 2 x 2

x(x 2) x 1lim f(x) lim lim
(x 2)(x 2) x 2 2− − −→ → →

− − −
= = = −

− + +
  

c) Khi x →  2+  thì 
2

x 2 3x 0 3.2 6 0

(x 4) (x 2)(x 2) 0+

⎧ − + → + = >⎪
⎨

− = − + →⎪⎩
  do ñoù  2x 2

x 2 3xlim
(x 4)+→

− +
−

 = + ∞   

  Ví duï 2 : Cho haøm soá  f(x) = 2

2

x 1 vôùi x 1
x x 2
x 2x vôùi x 1

−⎧ >⎪ + −⎨
⎪ − ≤⎩

 

  Tìm giới hạn phaûi vaø traùi của f(x) taïi x = 1 . Haøm soá coù giới hạn taïi x = 1 khoâng ?  

Giaûi  

• Ta coù : 
x 1 x 1 x 1

x 1 1 1lim f(x) lim lim
(x 1)(x 2) x 2 3+ + +→ → →

−
= = =

− + +
 

•  Ta coù : 2

x 1 x 1
lim f(x) lim(x 2x) f(1) 1

+ +→ →
= − = = −  vì x2 – 2x xaùc ñònh taïi x = 1  

• Vì 
x 1
lim f(x)

+→
 ≠ 

x 1
lim f(x)

−→
 neân haøm soá f(x) khoâng coù giới hạn taïi x = 1  

C. Baøi Taäp  Reøn Luyeän 
4.46. Tìm caùc giới hạn sau :  

a) 
x 3

xlim
x 3+→ −

 b) 
x 1

x 1lim
x 1−→−

− −
−

 c) 
2

2x 2

x 6x 8lim
x 5x 6−→

− +

− +
  

d) 
2

2x 1

x 6x 5lim
x x

−→

− +

−
 e) 

2

2x 5

5x xlim
x 6x 5−→

−
− +

 

4.47. Tìm caùc giới hạn sau :  

a) 
2

2x 1

x 4x 3lim
|1 x |+→

− +
−

 b) 
2

4 5x 3

x 3xlim
3x x−→

−

−
  c) 2 2x 1

1 1lim
x 1 x 3x 2+→

⎛ ⎞−⎜ ⎟− − +⎝ ⎠
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4.48.  Cho haøm soá : f(x) = 
2

x x vôùi x 0
x x
x 1 2 ; vôùi 1 x 0
x 1

⎧ +
>⎪

⎪ +⎨
⎪ + −

− ≤ ≤⎪ −⎩

 

 a) Tìm giới hạn  phaûi của f(x) taïi x = - 1 
 b) Tìm giới hạn phaõi vaø traùi  của f(x) taïi x = 0 . Haøm soá coù giới hạn taïi x = 0 hay khoâng ? 

4.49. Cho haøm soá : f(x) = 
2 3

2

1 x x 1 vôùi x 1
x x

x 3 1 ; vôùi x 1
2x x

⎧ − + −
<⎪

−⎪
⎨

+ +⎪ ≥⎪ −⎩

 

Tìm giới hạn phaõi vaø traùi  của f(x) taïi x = 1 . Haøm soá coù giới hạn taïi x = 1 hay khoâng 
 
D. Höôùng Daãn – Ñaùp Soá    

 4.46.  a) 
x 3

töû 3
lim f(x) vì

maãu 0 vaø maãu 0+→

→⎧
= +∞ ⎨ → >⎩

   

b) 
x 1

1 1lim f(x) 0
1 1−→−

−
= =
− −

   

c)) 
2

2x 2 x 2 x 2 x 2

(x 2)(x 4)x 6x 8 2 x 4 x 4 xlim lim lim lim 2
(x 2)(x 3) 2 x 3 x 3 xx 5x 6− − − −→ → → →

− −− + − − −
= = = =

− − − − −− +
 

d) 
2

2x 1 x 1 x 1

(x 1)(x 5)x 6x 5 1 x. 5 x 2lim lim lim 2
11 x. | x |(x 1)xx x

− − −→ → →

− −− + − −
= = = =

−−−
 

e) 
2

2x 5 x 5 x 5 x 5

x(5 x)5x x x 5 x xlim lim lim lim
x 6x 5 (x 1)(x 5) (x 1)(x 5) (x 1) 5 x− − − −→ → → →

−− −
= = =

− + − − − − − − −
= - ∞   

4.47. a) 
x 1 x 1

(x 1)(x 3)lim f(x) lim 1
(x 1)(x 1)+ +→ →

− −
= = −

− +
  

b) 
4x 3 x 3 x 3

x(x 3) 3 xlim f(x) lim lim 0
xx (3 x)− − −→ → →

− − −
= = =

−
 

c)  
x 1 x 1

1 1lim f(x) lim
(x 1)(x 1) (x 1)(x 2)+ +→ →

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟− + − −⎝ ⎠

 

   = 
x 1

(x 2) (x 1)lim
(x 1)(x 1)(x 2)+→

− − +
− + −

= 
x 1

3lim
(x 1)(x 1)(x 2)+→

−
− + −

 = + ∞   

vì  khi x 1+→ thì x > 1 neân (x – 1)(x+1)(x – 2) < 0   
4.48.  a) 

x 1
lim f(x) f( 1) 1

+→−
= − =  

b) 
x 0 x 0

x(1 x)lim f(x) lim 1
x x 1+ +→ →

+
= =

+
 

x 0
lim f(x) f(0) 1

−→
= =  

Vì 
0x x

lim f(x)
+→

 = 
0x x

lim f(x)
−→

 = 1 neân 
0x x

lim f(x)
→

 = 1 .     

4.49. 
x 1 x 1
lim f(x) lim f(1) 3

+ +→ →
= =  

x 1 x 1

1 x(1 1 x)lim f(x) lim 1
| x | 1 x− −→ →

− − −
= =

−
 

Vì 
x 1
lim f(x)

+→
 ≠ 

x 1
lim f(x)

−→
 neân haøm soá khoâng coù giới hạn taïi x = 1 
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§6. Giới hạn voâ cöïïc  §7. Caùc daïng voâ ñònh 

A. Giaûi Toaùn  

Daïng 1 ( Daïng 0)
0

: Tìm 
ox x

( )
( )→

f xlim
g x

 trong ñoù f(x0) = g(x0) = 0  

Phaân tích töû vaø maãu ra nhaân töû ñeå khöû daïng voâ ñònh . Coù theå duøng löôïng lieân hieäp nhö ñaõ gaëp ôû giới hạn 
daõy soá . 

  Ví duï 1 : Tìm caùc giới hạn sau :  

  a) 
2

2x 1

x 3x 2lim
x 1→

− +
−

  b) 3x 3

x 4 1lim
x 27→−

+ −
+

  

  c) 
2

3 5x 0

x x 4 2lim
x x→

+ + −

−
  d) 

2

2x 1

3 x 1 1 xlim
| x 3x 2 |+→

− + −
− +

 

Giaûi  a) Ta coù : 
x 1 x 1 x 1

(x 1)(x 2) x 2 1 2 1lim f(x) lim lim
(x 1)(x 1) x 1 1 1 2→ → →

− − − −
= = = = −

− + + +
 

Ghi chuù : Sau khi ñôn giaûn nhaân töû x – 1( taùc nhaân gaäy neân daïng voâ ñònh , ta ñöôïc haøm soá x 2
x 1
−
+

 xaùc ñònh 

taïi x0 = 1. 

b) 2x 3 x 3

( x 4 1)( x 4 1) 1lim f(x) lim .
(x 3)(x 3x 9)x 4 1→− →−

+ − + +
=

+ + ++ +
 

                 = 2 2x 3 x 3

x 3 1 1 1lim . lim .
(x 3)(x 3x 9) x 3x 9x 4 1 x 4 1→− → −

+
=

+ + + + ++ + + +
  

           = 1 1 1.
9 9 9 541 1

=
+ ++

 

Ghi chuù : Sau khi nhaân löôïng lieân hieäp , ta xuaát hieän  nhaân töû x+ 3( taùc nhaân gaäy neân daïng voâ ñònh) . Ñôn 

giaûn , ta ñöôïc haøm soá 2

1 1.
x 3x 9x 4 1 + ++ +

 xaùc ñònh taïi x0 = - 3 . 

c) 
2

32 2x 0 x 0

(x x 4) 4 1lim f(x) lim .
x x 4 2 x( x 1)→ →

+ + −
=

+ + + −
 

                 = 
32 2x 0

x 1 1lim .
x x 4 2 x 1→

+

+ + + −
 = 1 1 1.

2 2 1 4
= −

+ −
 

d) 
2

x 1 x 1

3 (x 1) ( x 1) (x 1) x 1(3 (x 1) x 1)lim lim
| (x 1)(x 2) | (x 1)(x 2)+ +→ →

− − − + − − + −
=

− − − − −
 

= 
x 1

3 (x 1) x 1 3 0lim 3
(x 2) 1+→

− + − −
= =

− −
 

d) 
2

2x 1

3 x 1 x 1lim
| x 3x 2 |+→

− + −
− +

 

  Ví duï 2 : Tìm a vaø b sao cho : 
2

2x 1

x ax blim 3
x 1→−

+ −
=

−
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Giaûi  Vì x2 – 1 = (x – 1)(x + 1) →  0 kh x →  1 , do ñoù  ñeå f(x) coù giới hạn höõu haïn thì ñiều kiện caàn laø x2 + 
ax – b →  0 khi x →  1 ( vì nếu 2

x 1
lim(x ax b) 0 thì
→

+ − ≠
x 1
lim
→

f(x) = ∞     .  

Suy ra : 12 + a – b = 0  b = a + 1 . 

Khi ñoù : 
2

x 1 x 1 x 1

x ax a 1 (x 1)(x a 1) a 2lim f(x) lim lim
(x 1)(x 1) (x 1)(x 1) 2→ → →

+ − − − + + +
= = =

− + − +
 

Vaây ñeå thoûa yeâu caàu baøi toaùn thì  
b a 1 a 4
a 2 b 53

2

= +⎧ =⎧⎪ <=>⎨ ⎨+ == ⎩⎪⎩

  

Daïng 2 (daïng ∞
∞

) : Tìm giới hạn của f(x)
g(x)

trong ñoù f(x)  vaø  g(x) laø caùc  bieåu thöùc tieán tôùi voâ 

cöïïc khi x tieán tôùi voâ cöïïc .   

Chia töû vaø maãu cho ñôn thöùc coù baäc cao nhaát , roài duøng : kx

1lim 0
x→∞

=  chuù yù :  

• 
2

2

f(x) neáu x (x 0)
f(x) x
x f(x) neáu x (x 0)

x

⎧
→ +∞ >⎪⎪= ⎨

⎪− → −∞ <⎪⎩

 

• 
3

3
3

f(x) f(x)
x x

=   , x∀  ≠ 0 

 
   Ví duï 3 : Tìm caùc giới hạn sau: 

a) 
2

3 3 2x

2x x x 1lim
3x 2 x x→+∞

− + +

− + +
  b) 

2

3 3 2x

4x 6 x 5lim
3x x 5x→−∞

+ − −

+ +
 

c) 3 2x

x 1lim (2x 1)
x 3x→+∞

+
−

+
  d) 

2

x

x 1 x x 1lim
x 1 x 3→+∞

− − − +
+ − +

 

Giaûi a) 
2

x x
3

1 12 1
x xlim f(x) lim

2 13 1
x x

→ + ∞ → +∞

− + +
=

− + +
 ( Chia töû vaø maãu cho x = 32 3x x (vì x 0)= >   = 

3

2 1 0 0 2 1 1
3 0 1 43 0 1 0

− + + −
= =

− +− + +
  

b) 
x x
lim f(x) lim
→ − ∞ → −∞

=  
2

3

6 54 1
x x

53 1
x

− − − −

+ +
 = 

3

4 0 1 0 3
43 1 0

− − − − −
=

+ +
 

 (Chia töû vaø maãu cho x = - 32 3x x (vì x 0)= <    

c) 
x
lim f(x)
→+∞

=  
x

111 xlim (2 )
3x 1
x

→+∞

+
−

+
 ( Chia töû vaø maãu cho x x x3= )  

                        = 1 0(2 0)
1 3
+

−
+

 = 1 

d) 
2 2

2x x

(x 1) (x x 1) x 1 x 3lim f(x) lim .
(x 1) (x 3)x 1 x x 1→+∞ →+∞

− − − + + + +
=

+ − +− + − +
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= 
2x

x x 1 x 3lim .
2x 1 x x 1→+∞

− + + +
−− + − +

 = + ∞  vì soá haïng ñaàu →  - ½ vaø soá haïng sau →  - ∞  . 

Daïng 4  ( daïng ∞  - ∞  ) : Tìm giới hạn của 
ox x

lim [f(x) - g(x)] 
→

trong ñoù  
0x x

lim f(x)
→

 = + ∞  vaø 

0x x
lim g(x)
→

 = + ∞   )  

 Duøng löôïng lieän hieäp , ta ñöa veà daïng ∞
∞

  

• Caàn chuù yù trường hợp 
0x x

lim f(x)
→

= + ∞   vaø 
0x x

lim g(x)
→

 = - ∞  ( hay ngöôïc laïi ) thì giới hạn của [ f(x) - 

g(x) ] laø + ∞  ( hay – ∞ ) , khoâng phaûi laø daïng voâ ñònh .  
• Nhôù raèng  neáu P(x) = axn + bxn-1 + . . .( a ≠ 0 ) : 

     
x

neáu a 0
lim P(x)

neáu a 0→+∞

+∞ >⎧
= ⎨

−∞ <⎩
 

    
x

neáu n chaün vaø a 0 hoaëc n leû vaø a 0
lim P(x)

neáu n chaün vaø a 0 hoaëc n leû vaø a 0→ − ∞

+∞ > <⎧
= ⎨

−∞ < >⎩
 . 

  Ví duï 4 : Tìm caùc giới hạn sau :  

 a) ( )2 2

x
lim 2x x 1 3x x 5
→+∞

− − − + +    

 b) 2 2

x
lim ( x x 1 x x 5)
→+∞

− − − + +  c) 2

x
lim (2x 1 4x 4x 1)
→+∞

+ − + −  

 d) 2

x
lim (2x 1 4x 3x 1)
→ − ∞

+ − + −  e) 3 3 2

x
lim (2x 5 8x x )
→−∞

+ − +  

Giaûi  a) 
x
lim f(x)
→+∞

 = 2 2x

1 1 1 5lim x 2 3
x x x x→+∞

⎛ ⎞
− − − + +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 = - ∞   

vì 2 2x x

1 1 1 5lim x coøn lim 2 3 2 3
x x x x→+∞ →+∞

⎛ ⎞
= +∞ − − − + + = −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

Ghi chuù : Duø hai bieåu thöùc u(x) = 2 22x x 1 vaø v(x) 3x x 5− − = + + ñeàu tieán ñến + ∞  nhöng v(x) tieán 
nhanh  hôn nhieàu ( Xem baûng giaù trị sau )  

  
X 10 100 1000 1000000 

u(x) 13,7 141,0 1.413,8 1.414.213 
v(x) 17,7 174,0 1.732 1.732.051 

u(x) – v(x) - 4,0 - 33,0 - 318,2 - 317.838 
   

b) 
2 2

2 2x x

(x x 1) (x x 5)lim f(x) lim
x x 1 x x 5→+ ∞ → +∞

− − − + +
=

− − + + +
    

                =
2 2x

2x 6lim
x x 1 x x 5→+∞

− −

− − + + +
 ( Ta ñöa veà daïng ∞

∞
 )  

     = 
x

2 2

62
xlim

1 1 1 51 1
x x x x

→+∞

− +

− − + + +
 ( Chia töû vaø maãu cho x )  

  = 2 1
1 1
−

= −
+
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Ghi chuù : ÔÛ ñaây caû u(x) vaø v(x) ñeàu tieán ñến + ∞   một caùch “ ngang ngöõa “ neân ta phaûi söû duïng “ chieâu 
löôïng lieân hieäp”  ñeå phaù vôû daáu caên thöùc , cho hai bieåu thöùc beân trong daáu caên thöc ñuïng ñoä tröïc tieáp 
nhau .  

c)  
2 2

2x x

(2x 1) (4x 4x 1)lim f(x) lim
2x 1 4x 4x 1→+ ∞ → +∞

+ − + −
=

+ + + −
  

                     = 
2x x

2

2
2 xlim lim

1 4 12x 1 4x 4x 1 2 4
x x x

→+∞ →+∞
=

+ + + − + + + −
= 0 0

2 2
=

+
 

d) Vì 2

x x
,lim (2x 1) lim 4x 3x 1

→− ∞ →−∞
+ = −∞ + − = +∞  , do ñoù 

x
lim f(x)
→−∞

= −∞                      e) 

3 3 2

x x
lim f(x) 5 lim (2x 8x x )
→− ∞ → −∞

= + − +  ( Taùch haèng soá 5 ñeå pheùp tính ñôn giaûn) 

            = 5 + 
3 3 2

32 3 2 3 2 2x 3

(2x) (8x x )lim
(2x) 2x. 8x x (8x x )→−∞

− +

+ + + +
 

                        = 5 + 
2

32 3 2 3 2 2x 3

xlim
(2x) 2x. 8x x (8x x )→−∞

−

+ + + +
 

                        = 5 + 
x

23 3

1lim
1 14 2. 8 (8 )
x x

→−∞

−

+ + + +
 = 5 + 1 59

4 4 4 12
−

=
+ +

 

  
  Ví duï 5 : Tìm caùc giới hạn sau :  

  a) 
2

2x

x x x 1lim
2x 4x x 5→+ ∞

− + −

− + −
 b) 2 2x 1

1 1lim
x 1 2x 2x→

⎛ ⎞−⎜ ⎟− −⎝ ⎠
  

Giaûi 

 a) 
2 2 2 2

2 22 2x x

x x x 1 x (x x 1) 2x 4x x 5lim lim .
4x (4x x 5)2x 4x x 5 x x x 1→+ ∞ → +∞

− + − − + − + + −
=

− + −− + − + + −
 

                                              =  
2

2x

x 1 2x 4x x 5lim .
x 5x x x 1→+∞

− + + + −
− ++ + −

   

               = 
2

x

2

1 51 2 41
x xxlim .
51 1 11 1 xx x

→+∞

+ + −− +

− ++ + −
 

                                               =  1 4. 2
2 1
−

=
−

  

b) 
x 1 x 1

1 1lim f(x) lim
(x 1)(x 1) 2x(x 1)→ →

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟− + −⎝ ⎠

 

      = 
x 1

2x (x 1)lim
(x 1)(x 1)2x→

− +
− +

= 
x 1

x 1lim
(x 1)(x 1)(x 2)→

−
− + −

 

      = 
x 1

1 1 1lim
(x 1)(x 2) 2.( 1) 2→

= = −
+ − −

 

B. Baøi Taäp  Reøn Luyeän 

4.50.Choïn caâu ñuùng : 
2

2x 2

x 3x 10lim
x 8x 20→

+ −
+ −

= 

  a) 0   b) + ∞   c) 7
12

 d) 7
8
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4.51. Choïn caâu ñuùng : 
x 1

3 x 2xlim
x 12→−

− +
−

 = 

  a) - 7
8

  b) 7
8

 c) - 1
8

 d) 0 

4.52. Choïn caâu ñuùng : 
2

2x

x 4x 1lim
x x 1→−∞

− +

− −
 

  a) 0   b) – 1 c) – 3 d) 3 
4.53. Choïn caâu ñuùng : 2

x
lim (2x 4x 1)
→+∞

− +  

  a) - 1    b) 0 c) + ∞   d) ñaùp soá khaùc  

4.54. Choïn caâu ñuùng : 
2 2

3 3x

4x x 1 x 3x 5lim
x 1 x→−∞

− + − + +

+ +
 

  a) – ½   b) ½  c)  3/2  d) + ∞   

4.55. Tìm caùc giới hạn sau : 

a) 
2

3x 1

2x 3x 5lim
1 x→

+ −
−

  b) 
5 4 3 2

2 2x 1

x 2x 6x 2x xlim
(x 1)→

+ − + +
−

 

c) 
2

2x 3

x 9lim
2x 6x→

−
−

  d) 
2

x 1

2x x 1lim
x 1→

− −
−

     

e) 
x 2

x x 2lim
2x 1 x 7→

− +
− − +

 f) 2x 3

3x 5 x 1lim
x 4x 3→

− − +
− +

 

4.56. Tìm caùc giới hạn  sau : 

 a) 
3x 1

x(x 1) |1 x |
lim

x 1+→

− − −

−
 b) 

3

2x 0

x xlim
2x x 4x−→

− +

− + − −
 

 c) 
3

2x 2

x 8lim
x 4+→

−
−

   d) 
2x 4

(x 2) | x 4 |lim
x 9x 20+→

+ −

− + −
 

 
4.57. Tìm caùc giới hạn sau : 

 a) 
3

2x 2

x 1 1lim
x 4→

− −
−

  b) 
3 3

x 0

x 1 1lim
x 4 2→

+ −
+ −

 

 c) 
x 1

x 5 x 2 3lim
x 1→−

+ + + −
+

 d) 
2

3x 0

x xlim
x 8 x 4→

+
+ − +

       

 e) 
2 2

x 1

2x x x 3x xlim
x 1→

− − + +
−

  

4.58. Tìm caùc giới hạn sau : 
a) 2

x
lim ( 4x 4x 2x 3)
→+∞

+ − −  b) 3 3

x
lim ( x x x 2)
→−∞

− + +  

c) 3 3

x
lim ( x x x 12)
→+∞

− − +  d) 2 2

x
lim ( 4x x 1 2 x x )
→+∞

− − − +  

e) ( )4 3 2 2

x
lim x x 1 x x 6
→+∞

− + − + −   

4.59. Tìm caùc giới hạn sau : 

 a) 
2

3 3 2x

x x 1 xlim
x x 1 x→+∞

+ + −

+ + −
  b) 

3 3

2x

5 x xlim
3x x 1 x→−∞

− +

+ − +
  

c) 2 2

x
lim ( x x 4x 3x 1 3x)
→+∞

+ + + − −    

4.60. Tìm caùc giới hạn sau : 
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 a)  2 2x 3

1 1lim
x 8x 15 x 4x 3→−

⎛ ⎞+⎜ ⎟+ + + +⎝ ⎠
 b) 3x 1

1 3lim
1 x 1 x→

⎛ ⎞−⎜ ⎟− −⎝ ⎠
     

 

4.61  a) Tìm m ñeå 
2

2x 4

x mx m 3 xlim
x 5x 4→

+ − − −
− +

 laø một soá höõu haïn vaø tìm soá giới hạn ñoù .  

b) Tìm a vaø b ñeå 
2

2x 1

x (a 5)x alim
x bx b 1→

+ − +
+ − −

 = 1
8

 .  

4.62. Cho haøm soá  f(x) = 
2

2

a( x 3 2) ; khi x 1
x 2x 1

x ax ; khi x 1
x 1

⎧ + −
>⎪

⎪ − +⎨
+⎪ ≤⎪ +⎩

 

Tìm a ñeå haøm soá coù giới hạn höõu haïn taïi x  = 1 

4.63. Cho haøm soá  f(x) = 

2

2

2

x 2x a ; khi x 2
x 4

x bx ; khi x 2
x 2

⎧ − +
>⎪⎪ −

⎨
+⎪ ≤⎪ +⎩

 

Tìm a vaø b  ñeå haøm soá coù giới hạn höõu haïn taïi x  = 1 

4.64. Tìm 
0

0

x x
o

f(x) f(x )
lim

x x→

−
−

 trong caùc trường hợp sau : 

 a) f(x) = x3 – x vaø x0 = 2 b) f(x) = 2x 1
x 4
−
+

 vaø x0 = - 3  

 c) f(x) = 2x 1−  vaø x0 = 1. 

D. Höôùng Daãn – Ñaùp Soá    
  

4.50 (c)  
x 2 x 2 x 2

(x 2)(x 5) x 5 2 5 7lim f(x) lim lim
(x 2)(x 10) x 10 2 10 12→ → →

− + + +
= = = =

− + + +
  

 
4.51. (a) 

2

x 1 x 1

(3 x) 4xlim f(x) lim
( 3 x 2x)(x 1)(x 1)→− →−

− −
=

− − − +
 

= 
x 1 x 1

(x 1)( 4x 3) ( 4x 3)lim lim
( 3 x 2x)(x 1)(x 1) ( 3 x 2x)(x 1)→− →−

+ − + − +
=

− − − + − − −
 = 7

8−
  

4.52. (c) 
2

x x

2

11 4
xlim f(x) lim

1 11
x x

→−∞ →−∞

+ +
=

− − −
= - 3 

4.53. (b) 
2x + x +

1lim f(x) lim 0
2x 4x 1→ ∞ → ∞

−
= =

+ +
 

4.54.(a)   
2 2

x x
3

3

1 1 3 54 1
x x x xlim f(x) lim

11 1
x

→−∞ →−∞

− − + + + +
=

+ +
= 2 1 1

2 2
− +

= −  

4.55.  a) 2x 1 x 1

(x 1)(2x 5)lim f(x) lim
(1 x)(1 x x )→ →

− +
=

− + +
= - 7

3
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b) 
3 2 2 2

2 2 2 2x 1 x 1 x 1

x(x 1)(x 3x 3x 1) x(x 1) (x 4x 1)lim f(x) lim lim
(x 1) (x 1) (x 1) (x 1)→ → →

− + − − − + +
= =

− + − +
 = 3

2
 

c) 
x 3 x 3

(x 3)(x 3)lim f(x) lim 1
2x(x 3)→ →

− +
= =

−
  

d) 
2

2 2x 1 x 1 x 1

2x x 1 (x 1)(2x 1) 3lim f(x) lim lim
2(x 1)( 2x x 1) (x 1)( 2x x 1)→ → →

− − − +
= = =

− − + − − +
     

e) 
2

2x 2 x 2

x (x 2) 2x 1 x 7lim f(x) lim .
(2x 1) (x 7)(x x 2)→ →

− + − + +
=

− − ++ +
 

                      = 
x 2

(x 2)(x 1) 2x 1 x 7lim .
(x 2)(4x 3)(x x 2)→

− + − + +
− ++ +

 = 9
22

 

f) 
x 3 x 3

2x 6 1lim f(x) lim .
(x 1)(x 3)3x 5 x 1→ →

−
=

− −− + +
 = 1

2
 

4.56. a) 
2x 1 x 1

(x 1)( x x 1)
lim f(x) lim

x 1 x x 1+ +→ →

− − −
=

− + +
= 1

3
 

b) 
5

x 0 x 0

x(1 x )lim f(x) lim
x(2 x 4)− −→ →

− − −
=

− + +
= 1

4
 

c) 
2 2

x 2 x 2 x 2

(x 2) x 2x 4 x 2x 4lim f(x) lim lim
(x 2)(x 2) x 2(x 2)+ + +→ → →

− + + + +
= =

− + − +
 = + ∞   

d) 
( )2

x 4 x 4

(x 2) x 4
lim f(x) lim

x 4 5 x+ +→ →

+ −
=

− −
= 0  

 

4. 57.  a) 
2 3x 2 x 2 3

x 2 1lim f(x) lim .
(x 2)(x 2)(x 1) x 1 1→ →

−
=

− +− + − +
 = 1

12
 

b) 
3

33 2 3x 0 x 0 3

x x 4 2lim f(x) lim .
x(x 1) x 1 1→ →

+ +
=

+ + + +
 = 0   

c) 
x 1 x 1 x 1

x 5 2 x 2 1 1 1lim f(x) lim lim
x 1 x 1 x 5 2 x 2 1→− → − →−

⎛ ⎞+ − + − ⎛ ⎞
= + = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟+ + + + + +⎝ ⎠⎝ ⎠

 = 3
4

 

d) 
3

x 0 x 0

1 x 8 2 2 x 4lim lim
f(x) x(x 1) x(x 1)→ →

⎛ ⎞+ − − +
= + =⎜ ⎟⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

1
12

−     => 
x 0
lim f(x)
→

 = - 12        

e) 
2 2

x 1 x 1

2x x x 2x x 3xlim f(x) lim
x 1 x 1→ →

⎛ ⎞− − − +
= +⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎝ ⎠

 = 5
4

  

4. 58.  a)  
2x x

8x 9lim f(x) lim 2
4x 4x 2x 3→+∞ →+∞

− −
= = −

+ + +
 

b) 
x
lim f(x)
→−∞

= −∞  vì 3 3

x x
lim x x lim (x 2)
→−∞ →−∞

− = + = −∞  

c) 
x
lim f(x)
→+∞

 = 3 3

33 2 3 2x x 3

x12 lim ( x x x) 12 lim 12 0 12
(x x) x x x x→+∞ →+∞

−
+ − − = + = + =

− + − +
 

d) 
2 2x

5x 1 5lim
44x x 1 2 x x→+∞

− −
= −

− − + +
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e) 4
2 4 2x x

1 1 1 1 6lim f(x) lim x 1
x x x x x→+∞ →+∞

⎛ ⎞
= − + − + − = −∞⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
  vì 

4
2 4 2x x

1 1 1 1 6lim x ; lim 1 0 1 1
x x x x x→+∞ →+∞

⎛ ⎞
= +∞ − + − − − = − = −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

4. 59.  a)  

 

( )2 33 2 3 2 23

22x x

2

33
2 3

x

22

x x 1 x x x 1 xx 1lim f(x) lim .
x 1x x 1 x

1 1 1 11 1 1 11 x x x xxlim .
11 1 11 1 xx x

→+∞ →+∞

→+∞

+ + + + + ++
=

++ + +

⎛ ⎞+ + + + + +⎜ ⎟+ ⎝ ⎠=
++ + +

  

= 1 3.3
2 2

=  

b) 
x
lim f(x)
→−∞

 = 
33 2 3 2x 3

2

5 1lim .
1 1(5 x ) x 5 x x x( 3 1)
x x

→−∞ − − − + − + − +
 = 5 .0 0

3
=  

c) 2 2

x x
lim f(x) lim ( x x x) ( 4x 3x 1 2x)
→+∞ →+∞

⎡ ⎤= + − + + − −⎣ ⎦    

4.60. a) 
x 3 x 3 x 3

1 1 (x 5) (x 1)lim f(x) lim lim
(x 3)(x 5) (x 1)(x 3) (x 3)(x 5)(x 1)→− →− →−

+ + +⎛ ⎞
= + =⎜ ⎟+ + + + + + +⎝ ⎠

= 1
2
−  

b) 
2

2 2x 1 x 1 x 1

1 3 x x 2lim f(x) lim lim 1
1 x (1 x)(1 x x (1 x)(1 x x )→ → →

+ −⎛ ⎞
= − = = −⎜ ⎟− − + + − + +⎝ ⎠

 

 
4.61 a) Vì khi  x 4 maãu soá 0→ → neân ñiều kiện laø töõ soá 0 khi x 4→ →  24 3m 3 4 0+ − − =  16 + 
3m-3 = 16   m = 1 . Khi ñoù : 

2 2

2 2x 4 x 4 x 4

x mx m 3 x x x 4 x x 4lim lim lim
x 5x 4 (x 4)(x 1) ( x x 4 x)(x 4)(x 1)→ → →

+ − − − + − − −
= =

− + − − + − + − −
 

=  1
24

.  

b) Vì MS = (x – 1)(x + 1 + b)  neân MS 0 khi x 1→ → . Do ñoù ñiều kiện caàn  laø TS 0 khi x 1→ →  12 + (a 
– 5) + a = 0  a = 2 . Khi ñoù : 

2 2

2x 1 x 1 x 1

x (a 5)x a x 3x 2 (x 2)lim lim lim
x bx b 1 (x 1)(x 1 b) (x 1 b)→ → →

+ − + − + −
= =

+ − − − + + + +
= 1

2 b
−

=
+

 

Ta phaûi coù : 1 1 b 10
2 b 8
−

= <=> = −
+

    

4.62. 
x 1

1 alim f(x) f(1)
2−→

+
= =  

x 1 x 1

a(x 1) 1 alim f(x) lim .
| x 1| 4( x 3 2)+ +→ →

−
= =

−+ +
 

Ñeå haøm soá coù giới hạn taïi x = 1 thì  1 a a a 2
2 4
+

= <=> = −  

4.63. 
x 2

2 blim f(x) f(2)
2−→

+
= =  
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x 2 x 2

u(x)lim f(x) lim
(x 2)(x 2)+→ + →

=
− +

 

• Nếu u(2) = a ≠ 0 thì 
x 2

neáu u(2) 0
lim f(x)

neáu u(2) 0+→

+∞ >⎧
= ⎨

−∞ <⎩
 thì f(x) khoâng giới hạn taïi x = 2 

• Neáu u(2) = a = 0 thì 
x 2 x 2

x(x 2) 1lim f(x) lim
(x 2)(x 2) 2+ +→ →

−
= =

− +
 vaø haøm soá coù giới hạn taïi x = 2  

2 b
2
+

=
1 b 1
2
<=> = −  

Vậy khi a = 0 vaø b = - 1 thì haøm soá coù giới hạn taïi x = 2.   
   

4.64.. a)  
0 0

3 2
0

x x x 2 x x
o

f(x) f(x ) (x x) 6 (x 2)(x 2x 3)lim lim lim 11
x x x 2 (x 2)→ → →

− − − − + +
= = =

− − −
 t 

b) 7 c) 1 

 
§8. Haøm soá lieân tuïc  

A. Toùm Taét Giaùo Khoa . 
1. Cho haøm soá f(x) xaùc ñònh treân (a ; b) vaø x0 ∈ (a ; b) : 

o f(x) lieân tuïc taïi ñieåm x0   
0x x

lim f(x)
→

 = f(x0)  

o f(x) khoâng lieân tuïc taïi x0 ñöôïc goïi laø giaùn ñoaïn taïi x0 .  
 

 
 
 
 
 
 
 
 
Hình 1 : f(x) lieân tuïc taïi x0                               Hình 2 : f(x) giaùn ñoaïn taïi x0  
( ñoàø thò lieàn laïc taïi ñieåm (x0 ; f(x0))                ( ñoàø thò “ ñöùt ñoaïn taïi ñieåm (x0 ; f(x0))  

 
0x x

lim f(x)
+→

 = 
0x x

lim f(x)
−→

 = f(x0)                     vì  
0x x

lim f(x)
+→

 = f(x0) ≠ 
0x x

lim f(x)
−→

 = L                                                         

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Hình 3 : f(x) giaùn ñoaïn taïi x0                                  Hình 4 : f(x) giaùn ñoaïn taïi x0  
vì 

0x x
lim f(x)

+→
=  L ≠  

0x x
lim f(x)

−→
 = f(x0)                      vì 

0x x
lim f(x)

+→
 = L ≠ f(x0) 

                                                                                 vaø 
0x x

lim f(x)
−→

 = M ≠ f(x0)                                                                     

2. a)  f(x) lieân tuïc treân khoaûng (a ; b)  f(x) lieân tuïc taïi ∀x0 ∈ (a ; b)  

x0 

f(x0) 

x0

f(x0)

L

x0 

f(x0) 

L 

x0

f(x0)

L

M
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        b) f(x) lieân tuïc treân ñoaïn [a ; b]  
x a x b

f(x) lieân tuïc treân (a ; b) 
lim f(x) f(a) ; lim f(x) f(b)

+ −→ →

⎧⎪
⎨ = =⎪⎩

 

YÙ nghóa hình hoïc : Nếu f lieân tuïc treân [a , b] thì ñoàø thò laø một đöôøng lieàn neùt töø ñieåm ñaàu (a ; f(a)) ñến ñieåm 
cuoái (b ; f(b)).  
3. Haøm soá đa thức  , löôïng giaùc cuõng nhö toång , hieäu, tích , thöông , caên . . . của caùc haøm soá aáy lieân tuïc 
treân taäp xaùc ñònh của chuùng .  
4. Tính chaát của haøm soá lieân tuïc : 
Ñònh lí : ( Ñònh lí veà giaù trị trung gian )  
Giaû söû haøm soá f lieân tuïc treân ñoaïn [a ; b] . Nếu f(a) ≠ f(b) thì ∀  M naèm giöõa f(a) vaø f(b) , toàn taïi ít nhaát 
một ñieåm c ∈ (a ; b) sao cho f(c) = M  
 Heä quaû : Nếu haøm soá f lieân tuïc treân ñoaïn [ a; b] vaø f(a).f(b) < 0 thì toàn taïi ít nhaát một ñieåm c ∈ (a ; b) sao 
cho f(c) = 0 . 

• Phaùt bieåu khaùc : 
 Nếu haøm soá f lieân tuïc treân ñoaïn [ a; b]  
vaø f(a).f(b) < 0 thì phương trình : f(x) = 0  
coù ít nhaát một nghiệm ∈ (a ; b)  

 
 

B. Giaûi Toaùn  
Daïng 1 : Xeùt tính lieân tuïc của  haøm soá  taïi ñieåm x0 . 

• Nếu 
0x x

lim f(x)
→

 = f(x0)   o

o

0x x

0x x

lim f(x) f(x )

lim f(x) f(x )
→ +

→ −

=⎧⎪
⎨ =⎪⎩

thì haøm soá lieân tuïc taïi x0 . 

• Nếu 
0

o

o

0
x x

o
x x

f(x) khoâng xaùc ñònh taïi x
lim f(x) f(x )

lim f(x) f(x )

+

−

→

→

⎡
⎢
⎢

≠⎢
⎢

≠⎢
⎣

thì haøm soá giaùn ñoaïn taïi x0 . 

  Ví duï 1 : Xeùt tính lieân tuïc của haøm soá sau taïi ñieåm x0  

a) 

2

2

x x ; x 1
f(x) x 1 ; x 1

1 x

⎧ − ≥
⎪= ⎨ −

<⎪ −⎩

 taïi x0 = 1         b) f(x) = 

2

x 4 2 ;x 0
x 2x
sin x 1 ; x 0

4
1 ; x 0
8

⎧ + −
>⎪ +⎪

⎪ +⎪ <⎨
⎪
⎪ =⎪
⎪⎩

 taïi x0 = 0  

Giaûi  a) Ta coù f(1) = 12 – 1 = 0  
• 2

x 1 x 1
lim f(x) lim(x x) f(1) 0

+ +→ →
= − = =  

•  
2

x 1 x 1 x 1 x 1

x 1 (1 x)(x 1)lim f(x) lim( ) lim lim 1 x(x 1) 0
1 x 1 x− − − −→ → → →

− − − +
= = = − − + =

− −
 => 

x 1
lim f(x) f(1)

−→
=   

Vậy 
x 1 x 1
lim f(x) lim f(x) f(1)

+ −→ →
= =  => f(x) lieân tuïc taïi ñieåm x0 = 1  

b) Ta coù f(0) = 1
8

  

c

f(a)

f(b)
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• 
2x 0 x 0 x 0

x 0 x 0

x 4 2 x 1lim f(x) lim lim .
x 2x x(x 2)x 4 2

1 1 1lim . lim f(x) f(0)
x 2 8x 4 2

+ + +

+ +

→ → →

→ →

+ −
= =

+ ++ +

= = => =
++ +

 

•  
x 1 x 0

sin x 1 sin 0 1 1lim f(x) lim
4 4 4− −→ →

+ +
= = =  => 

x 0
lim f(x) f(0)

−→
≠   

Vậy  f(x) giaùn ñoaïn taïi ñieåm x0 = 0. 

  Ví duï 2 : Ñònh a ñeå haøm soá sau lieân tuïc raïi ñieåm x0 = 2 .  

 f(x) = 

2x 3x 2a ;x 2
x 7 3

2x a ; x 2
x 1

⎧ − +
>⎪⎪ + −⎨

−⎪ ≤⎪ −⎩

 

Giaûi 

• Ta coù : f(2) = 2(2) a 4 a
2 1

−
= −

−
 

• 
x 2 x 2

2x alim f(x) lim 4 a
x 1− −→ →

−
= = −

−
 = f(2)  

• 
2

x 2 x 2 x 2

x 3x 2 x 7 3lim f(x) lim a lim a (x 1)(x 2).
x 2x 7 3+ + +→ → →

− + + +
= = − −

−+ −
 

                     = ( )
x 2
lim a (x 1). x 7 3 a 1.(3 3) a 6

+→
− + + = + =     

Ñeå haøm soá lieân tuïc taïi x0 = 2 thì 
x 2
lim f(x)

+→
 = 

x 2
lim f(x)

−→
 = f(2)   

 4 – a = a 46 a
1 6

<=> =
+

 

Daïng 2 : Chöùng minh  haøm soá  lieân tuïc treân một khoûang , ñoaïn  . 
Söû duïng ñịnh nghĩa vaø nhôù moïi haøm soá ña thức , höõu tæ , voâ tæ , löôïng giaùc . . .  ñeàu lieân tuïc taïi moïi ñieåm 

maø noù xaùc ñònh .  

  Ví duï 3 : Chöùng minh haøm soá sau lieân tuïc treân [1 ; + ∞  ) : 

  f(x) = 2

2 x 1 x 1 ;x 1
x 2x 3

1 ; x 1

⎧ − + −
>⎪

⎨ + −
⎪ =⎩

  

Giaûi :  

• Với x > 1 : f(x) = 2 x 1 x 1
(x 1)(x 3)

− + −
− +

 luoân xaùc ñònh neân f(x) lieân tuïc khi x> 2 (1) 

• Taïi x = 1 : f(1) =  

Ta coù : 
x 1x 1 x 1

x 1(1 x 1) 2 x 1lim f(x) lim lim 1
(x 1)(x 3) x 3+ + →→ →

− + − + −
= = =

− + +
= f(1)   (2)  

Töø (1) vaø (2) haøm soá lieân tuïc treân [ 1 ; + ∞  )  

  * Ví duï 4 : Ñònh a vaø b ñeå  haøm soá sau lieân tuïc treân R : 

   f(x) =  

2

2

2

2x ax 1 ; x 1
x x 2

bx 3x 4 ; x 1

⎧ − −
>⎪

+ −⎨
⎪ − + ≤⎩
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• Xeùt x > 1 :  f(x) = 
2 2

2

2x ax 1 2x ax 1
x x 2 (x 1)(x 2)

− − − −
=

+ − − +
 xaùc ñònh neân f(x) lieân tuïc khi x > 1  

• Xeùt x < 1 :  f(x) = bx2 – 3x + 4 xaùc ñònh neân f(x) lieân tuïc khi x < 1.  

• Taïi x = 1 :   f(1) = b(1)2 – 3.1 + 4 = b + 1 . 
       Ta coù : 2

x 1 x 1
lim f(x) lim(bx 3x 4) b 1

− −→ →
= − + = +    

   
2

x 1 x 1

2x ax 1lim f(x) lim
(x 1)(x 2)+ +→ →

− −
=

− +
 

Khi x 1→ , töû tieán tôùi  1 – a , maãu tieán tôùi 0 . Nếu 1 – a ≠ 0  a ≠ 1 , f(x) tieán tôùi voâ cöïïc . Suy ra haøm soá 
khoâng lieân tuïc taïi x = 1 . Do ñoù  ñiều kiện caàn ñeå haøm soá lieân tuïc taïi x = 1 laø 1 – a = 0  a = 1 . Khi ñoù :  

    
2

x 1 x 1 x 1

2x x 1 (x 1)(2x 1)lim f(x) lim lim
(x 1)(x 2) (x 1)(x 2)+ + +→ → →

− − − +
= =

− + − +
 

                           = 
x 1

2x 1 3lim 1
x 2 3+→

+
= =

+
 

Vậy haøm soá lieân tuïc treân R  f(x) lieân tuïc tai x = 1  
a 1 a 1
b 1 1 b 0
= =⎧ ⎧

<=>⎨ ⎨+ = =⎩ ⎩
 

Daïng 3 : Chöùng minh phương trình f(x) = 0 coù nghiệm thuoäc (a ; b)  
Goàm 2 böôùc :  

• Chöùng minh haøm soá f(x) lieân tuïc treân (a ; b) . 
• Chöùng minh f(a).f(b) < 0   

  Ví duï 5 :  Chöùng minh phương trình  : 
 a) x4 – 3x3 + 2x – 1 = 0   coù ít nhaát 2 nghiệm   . 
 b) sin3x    = 3 – x   coù nghiệm . 

Giaûi : a) Xeùt haøm soá f(x) = x4 – 3x3 + 2x – 1 lieân tuïc treân R .  
Laïi coù : f(0) = - 1 < 0 , f(3) = 34 – 3. 33 + 2. 3 – 1 = 3> 0 , f( - 1) = (-1)4 – 3.(- 1)3 + 2( - 1) – 1 = 1. 
Vì f(0).f(3) < 0 neân phương trình f(x) = 0 coù ít nhaát một nghiệm thuoäc (0 ; 3)  
Vì f(0) .f(-1) < 0 neân phương trình f(x) = 0 coù ít nhaát một nghiệm thuoäc (- 1; 0)  
Vậy phương trình f(x) = 0 coù ít nhaát hai nghiệm .  

b) Ta coù : sin3x    = 3 – x  sin3x + x – 3 = 0  
Xeùt haøm soá f(x) = sin3x  + x – 3 lieân tuïc treân R .  
Laïi coù : f(0) = sin0 + 0 – 3 = - 3 < 0  

    f( 3) sin 3 0π = π + π − >  
Vì  f(0).f( π ) < 0 neân phương trình f(x) = 0 coù ít nhaát một nghiệm ( thuoäc (0 ; π )) 

  Ví duï 6 : Chöùng minh phương trình :  
a) m(x – 1)3 (x2 – 4) + x4 – 3 = 0 coù ít nhaát 2 nghiệm với moïi m , 
b)  x3  - 2(m2 + 2) x2 + mx +m2  + m + 1 = 0 coù ñuùng 3 nghiệm với moïi m .  

Giaûi : a) Xeùt haøm soá : f(x) = m(x – 1)3 (x2 – 4) + x4 – 3 lieân tuïc treân R ,  
Ta coù  :  f(1) = m.0 + 14 – 3 = - 2 ;  f(2) = f(- 2) =  m,0 + 24 – 3 = 13  
Vì f(- 2).f(1) < 0 vaø f(1).f(2) < 0 neân phương trình coù ít nhaát 2 nghiệm thoûa :        - 2 < x1 < 1 < x2 < 2 . 
Ghi chuù : Ta öu tieân choïn caùc giaù trị của x laøm maát tham soá m laø x = 1 , x= ±  2.   

b) Xeùt haøm soá f(x) =   x3 - 2(m2 + 2)x2 +mx + m2 +  m + 1 lieân tuïc  treân R .     
Ta coù : f(0) =  m2 +  m +  1 > 0 , với moïi m . 

             f(1) =  1 - 2(m2 + 2)  +m + m2 +m +1 = - m2 + 2m - 2  < 0 , với moïi m . 
Suy ra : f(0).f(1) < 0 , ∀  m . Do ñoù phương trình : f(x) = 0  coù  ít nhaát 1 nghiệm ∈ ( 0 ; 1) . 
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Maët khaùc : 
x
lim f(x)
→+∞

= +∞  , do ñoù với x = x1 ñuû  lôùn thì f(1).f(x1) < 0 => phương trình f(x) = 0 coù ít nhaát 1 

nghiệm ∈ (1 ; x1) .  
Tương tự  : 

x
lim f(x)
→−∞

= −∞  , do ñoù với x = x2 ñuõ lôùn thì f(0).f(x2) > 0 => phương trình f(x) = 0 coù ít nhaát 1 

nghiệm ∈ (x2; 0)  . 
Do ñoù phương trình f(x) = 0 coù ít nhaát 3 nghiệm . Nhöng một phương trình baäc 3 thì coù nhieàu nhaát laø 3  
nghiệm , vì vậy phương trình f(x) = 0   coù ñuùng 3 nghiệm với moïi m .  

C. Baøi Taäp  Reøn Luyeän 

4.65. Xeùt tính lieân tuïc của haøm soá taïi x0 : 

a) 2

5 x 2 ; x 1
x 1

2 2xf(x) ; x 1
x 2x 3

1 , x 1
2

⎧ − −
>⎪

−⎪
⎪ −

= <⎨ + −⎪
⎪
− =⎪
⎩

   ; x0 = 1  b) 
2

| x 1 | x ; x 1
x 2x 3f(x)
1 ; x 1
4

−⎧ ≠⎪⎪ + −= ⎨
⎪ =
⎪⎩

, x0 = 1  

c) f(x) = 
2

x x 4 ; x 4
x 4x

2x 4 ;x 4
x 2

⎧ −
>⎪⎪ −⎨

+⎪ ≤⎪ +⎩

 ; x0 = 4 

 
4.66 . Ñònh caùc giaù trị  của tham soá ñeå haøm soá sau lieân tuïc taïi ñieåm x0 . 

a) f(x) = 

1 x 1 x ; x 0
x

4 xa , x 0
x 2

⎧ − − +
<⎪⎪

⎨
−⎪ + ≥⎪ +⎩

 ; x0 = 0       b) f(x) = 
3 2

2

x 1 ax b, x 1
x 1

4 , x 1 ,x 1

a(x x x 3) ,x 1
x 3x 2

⎧ −
+ + >⎪ −⎪⎪ = >⎨

⎪ + + −⎪ <
⎪ − +⎩

 ; x0  = 1 

c) f(x) = 

2

2

a( x 1 2x 1) , x 0
x x

x (a 1)x b ,x 0
x

1; x 0

⎧ + − +
<⎪ − −⎪

⎪ + − +
>⎨

⎪
=⎪

⎪
⎩

  ; x0 = 0  

4.67.  Chöùng minh haøm soá : f(x) = 

2

3 2

2

2x 2x 4 neáu x 1
x x x 1
3 neáu x 1
3x 3 neáu x 1
x x

⎧ + −
<⎪ − + −⎪⎪ =⎨

⎪ −⎪ >
−⎪⎩

 lieân tuïc treân R .  

4.68.Tìm a ñeå haøm soá f(x) = 

3 2x 4 2 neáu x 2
x 2

ax a 4 neáu x 2

⎧ + −
>⎪

−⎨
⎪ − + ≤⎩

 lieân tuïc treân R .  

4.69.  Chöùng minh phương trình : 
a) cos2x - x 0=  coù ít nhaát 1 nghiệm    
b) x4 – x3 – 9x2 + 2x + 14 = 0 coù ñuùng 4 nghiệm  
c) x4 + x – 10 = 0 coù ít nhaát 2 nghiệm . 
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4.70. a) Chöùng minh phương trình : 
4 2

2

x x mx m 1 m
x x 2

− + − +
=

− −
coù ít nhaát 2 nghiệm với moïi m > 1  

b) Chöùng minh phương trình : 2 2 2 2x 4x 3 m x mx 10m 4− + + + − − = 0  coù ít nhaát 2 nghiệm . 
c) Chöùng minh phương trình  : x3 – 3x = m  coù ít nhaát 2 nghiệm , ∀  m ∈ ( - 2; 2)  

4.71. Chöùng minh :  

a) Phương trình : 1 1 m
cosx sin x

− =  coù nghiệm ∀  m .  

b) Phương trình :  m(2cosx - 2 ) = 2sòn5x + 1 , ∀  m.  
c) Phương trình  : cos2x + acosx + bsinx = 0 coù nghiệm , ∀  a , b .  
d) Phương trình : msin π x + m – x = 0  coù nghiệm , ∀  m . 
e) (m2 + 2m + 2)(x – 1)5 + x – m2 + 2m = 0  coù nghiệm , ∀  m ∈ [ 1 ; 2]  

4.72. Cho phương trình f(x) = ax2 + bx + c = 0 . Bieát a. f(c ) < 0 , chöùng minh phương  
trình  : a(ax2 + bx + c)2 + b( ax2 + bx + c)  + c = x coù nghiệm . 

D. Höôùng Daãn – Ñaùp Soá    

4.65 . a) f(1) = - 1
2

 

• 
x 1 x 1

(1 x)( x 1) 1lim f(x) lim
2( 5 x 2)(x 1)+ +→ →

− +
= = −

− + −
 

• 
x 1 x 1

2(1 x) 1lim f(x) lim
(x 1)(x 3) 2− −→ →

−
= = −

− +
 

Vậy f(x) lieân tuïc taïi x0 = 1. 

b)   f(1) = 1
4

 

• 
x 1 x 1

(x 1)x 1lim f(x) lim
(x 1)(x 3) 4+ +→ →

−
= =

− +
 

• 
x 1 x 1

(x 1)x 1lim f(x) lim
(x 1)(x 3) 4− −→ →

− −
= = −

− +
 

Vậy f(x) giaùn ñoaïn taïi x 0 = 1 .   
c) f(4)  = 2  

• 
x 4 x 4

x x 4lim f(x) lim 2
x 4 x+ +→ →

−
= =

−
 

• 
x 4
lim f(x) f(4) 2

−→
= =  

Vậy f(x) lieân tuïc taïi x 0 = 4  

4.66 . a)  f(0) = a + 2 
• 

x 0
lim f(x) f(0) a 2

+→
= = +  

• 
x 0 x 0

2xlim f(x) lim 1
x( 1 x 1 x)− −→ →

−
= = −

− + +
 

f(x) lieân tuïc taïi x0= 0  a + 2 = - 1  a = - 3 . 
b)  f(1) = 4 

• 
x 1 x 1

x 1 1lim f(x) lim ax b a b
2(x 1)( x 1)+ +→ →

⎡ ⎤−
= + + = + +⎢ ⎥

− +⎣ ⎦
 

• 
2

x 1 x 1

(x 1)(x 2x 3)lim f(x) lim a 6a
(x 1)(x 2)− −→ →

− + +
= = −

− −
 

f(x) lieân tuïc taïi x0 = 1  14 a b 6a
2

= + + = −   a = - 2 25,b
3 6

=  . 
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c) f(0) = 1 

• 
x 0 x 0

x alim f(x) lim a
2x(x 1)( x 1 2x 1)− −→ →

⎡ ⎤−
= =⎢ ⎥

− + + + +⎣ ⎦
 

• Khi x o+→ , töû b , maãu 0→ → , vậy b = 0 . Khi ñoù : 

      
x 0 x 0

x(x a 1)lim f(x) lim a 1
x+ +→ →

+ −
= = −  

f(x) lieân tuïc taïi x0 = 0  1 =  a a 1
2
= −  vaø b = 0   a = 2 vaø b = 0   

4.67. Khi x < 1 : f(x) = 2

2(x 1)(x 2)
(x 1)(x 1)

− +
− +

 luoân xaùc ñònh neân lieân tuïc . 

• Khi x < 1 : f(x) = 3(x 1)
x(x 1)

−
−

luoân xaùc ñònh neân lieân tuïc . 

• Xeùt x = 1 : 2x 1 x 1

2(x 2)lim f(x) lim 3
x 1− −→ →

+
= =

+
= f(1) ; 

x 1 x 1

3lim f(x) lim 3
x+ +→ →

= =  = f(1) . Vậy f(x) lieân tuïc khi x = 1 

. 
Keát luaän f(x) lieân tuïc treân R .   

4.68. Khi x > 2 : f(x)   luoân xaùc ñònh neân lieân tuïc . 
• Khi x < 2 : f(x)   luoân xaùc ñònh neân lieân tuïc . 

• Xeùt x = 2 : 
2 23x 2 x 2 3

2(x 2) 1lim f(x) lim
6( (2x 4) 2 (2x 4) 2 )(x 2)+ +→ →

−
= =

+ + + + −
 

     
x 1
lim f(x) f(2) a 4

+→
= = +  = f(1) .  

Vậy  f(x) lieân tuïc treân R    f(x) lieân tuïc taïi x = 2  a + 4 = 1
6

 

 a = - 23
6

 

4.69. a) Xeùt haøm soá : f(x) = cos2x  - x  lieân tuïc khi x ≥  0  

Ta coù : f(0) = 1 vaø f( ) 0
2 2
π π

= − <  => ñpcm . 

b) Xeùt haøm soá : f(x) = x4 – x3 – 9x2 + 2x + 14  lieân tuïc treân R . Ta coù baûng giaù trị sau :  
   

X -3 -2 0 2 4 
F(x) 35 -10 14 -10 70 

Suy ra phương trình coù ít nhaár 4 nghiệm thoûa – 3 < x1 < - 2 < x2 < 0 < x3 < 2 < x4 < 4 . 
Nhöng một phương trình baäc 4 coù nhieàu nhaát 4 nghiệm , do ñoù phương trình cho coù ñuùng 4 nghiệm .  
Ghi chuù :Coù theå thay hai giaù trị f(-3) vaø f4) baèng 

x x
lim f(x) lim f(x) 0
→−∞ →+∞

= = +∞ >   

 c) Xeùt haøm soá : f(x) = x4  + x – 10  
  

X - 2 0 2 
F(x) 4 -10 8 

Vậy phương trình f(x) = 0 coù í nhaát 2 nghiệm thoûa  - 2 < x1 < 0 < x2 < 2   

4.70. a) Ñiều kiện x ≠ - 1 ; 2 . 
Phương trình  x4 – x2 + mx – m + 1 = m(x2 – x – 2)  

 f(x) = x4 – x2 + 1 – m ( x2 – 2x + 1 ) = 0     x4 – x2 + 1 – m ( x - 1 )2 = 0  
 f(- 1) = 1 – 4m  > 0 , f(0) = 1 – m < 0 ,  f(1) = 1 > 0  
 Vì f(x) lieân tuïc treân ( – 1 ; 2) neân phương trình f(x) = 0 coù ít nhaát  2 nghiệm thoûa : - 1 < x1 < 0 < x2 < 1     
b) Xeùt haøm soá f(x) ôû VT , lieân tuïc treân mieàn xaùc ñònh ( - ∞  ; 1] ∪ [3 ; + ∞  ) 
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Ta coù :  
2

2

f(1) = - 9m  + m - 4  < 0 ,   m   

f( - 10) = 90m  - 10m + 143 - 4 > 0 ,   m

⎧ ∀⎪ =>⎨
∀⎪⎩

phương trình f(x) = 0 coù ít nhaát 1 nghiệm ∈ ( - 

10 ; - 1)  

        
2

2

f(3) = - m  + 3m - 4 < 0 ,   m 

f(10) =90m +10m+ 63  - 4 > 0 , m

⎧ ∀⎪
⎨

∀⎪⎩
=> phương trình f(x) = 0 coù ít nhaát 1 nghiệm ∈ ( 3 ; 10)  

Suy ra ñpcm . 
Ghi chuù : Caùc giaù trị x = 10, - 10 ñeå  deã tính vaø sao cho  caùc tam thöùc theo m coù a > 0 vaø Δ < 0 . Coù theå 
thay caùc giaù trị naøy 

x
lim f(x)
→+∞

 = 
x
lim f(x)
→−∞

= +∞ , ∀  m .   

c) Xeùt haøm soá : f(x) = x3 – 3x – m lieân tuïc treân R . 
Ta coù : f(1) = - 2 – m < 0  , f(2) = 2 – m  > 0 , f( - 2) = - 2 – m < 0 , f(- 1) = 2 – m > 0  
Vì  f(1).f(2) < 0 vaø f(- 2) .f( - 1) < 0  neân phương trình f(x) = 0 coù ít nhaát 2 nghiệm   
 
4.71. Ñiều kiện sinx.cosx ≠ 0 , phương trình   f(x) = sinx – cosx – msinxcosx = 0 (1) 

Ta coù f(x) lieân tuïc treân R vaø f(0) = - 1 < 0 , f(
2
π ) = 1 > 0 , do ñoù phương trình  (1) coù nghiệm ∈ ( 0 ; 

2
π ) . 

Nghiệm naøy thoûa ñiều kiện neân cuõng laø nghiệm của phương trình ñaõ cho . 
Ghi chuù : Hai giaù trị ta laáy  laøm cho bieåu thöùc chöùa tham soá baèng  0 .  

b) Ta laáy hai giaù trị laøm cho bieåu thöùc chöùa tham soá baèng 0 laø x = vaø
4 4
π π

−   

c) Ta laáy hai giaù trị  x = 5vaø
4 4
π π vaø ñöôïc f( 5a b ; f (a b)

4 4
π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + = − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
=> 5f f 0

4 4
π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ≤⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
traùi daáu. 

d) f(0)  = m , f(2m) = m.sin2m π - m = m ( sin2m π - 1) . 
Ta coù : f(0).f(2m) = m2 (sin2m π - 1) ≤  0 => ñpcm .  

4.72. a) Xeùt haøm soá : g(x) = a(ax2 + bx + c)2 + b( ax2 + bx + c)  + c  -  x lieân tuïc treân R . Ta coù :  af(c) < 0  
=> phương trình f(x) = 0 coù hai nghiệm x1 , x2 vaø x1 < c < x2 . 
Suy ra   g( x1 ) = af(x1 )2 + bf(x1) + c – x1  = c – x1 > 0  vaø tương tự g(x2 ) = c – x2 < 0  
Do ñoù : g(x1).g(x2)  < 0 => ñpcm .  

§9. Traéc nghieäm cuoái chöông 
A. CAÂU HOÛI . 
Ghi chuù : Hoïc sinh khoâng ñöôïc duøng maùy tính khi laøm baøi . 

1. Ta coù : lim
5

2 4

( n 6)
(n 1) (n 7)

− −
+ −

=  

 a) 0 b) 1 c) - 1 d) + ∞    

2. Ta coù : lim
11

5 3 2

(2n 7)
(2n 1) (4n 7)

+
+ −

= 

 a) 1/4 b) 0  c) 4  d) + ∞   

3. Ta coù : lim ( 2n 3 2n 6)+ − +  =  

 a) 2 3−  b) 0 c) – ∞   d) + ∞  

4. Ta coù : lim
2n 1 n 3n 1

n 3 n 2
+ − + +

+ − +
=  

 a) – 1  b) - 2 c) + ∞   c) – ∞   
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5. Ta coù : lim
n n 1 2

n 1 n n n

(2 3 )
(2 3 )(2 4.3 )

+

+

−
+ −

=  

 a) - 9
4

 b) 1
2

 c) 3
4

 d) 0  

6. Một ngöøoi tính gôûi tieát kieäm kyø haïn 1 naêm vôùi laõi suaát 10% moät naêm . Ñến kyø haïn laïi gôûi tieáp caû voán 
laãn laõi cho naêm tieáp theo vaø cöù  theá  cho ñeán khi sau n naêm soá tieàn laõnh ra , keå caû voán laãn laõi,   ít nhaát 
phaûi gaáp ñoâi soá tieàn voán ban ñaàu . Vaäy oâng ta phaûi gôûi toái thieåu lieân tuïc  laø bao nhieâu naêm ?  
 a) 8 naêm b) 9 naêm c) 10 naêm d) laâu hôn 10 naên 

7.  Ta coù : 
0x x

lim
→

( 1 1 1...
1 1 2 1 2 ... n
+ + +

+ + + +
) =  

  a) 1, 5  b) 1, 8 c) 2 d) + ∞   

8. Ta coù sau khi khöû daïng voâ ñònh thì 
4 3

2x 3

x 3xlim
x 2x 15→−

+
− −

 =  

 a) 
2

x 3

3xlim
x 5→−

−
−

 b) 
3

x 3

xlim
x 5→− −

 c) 
x 3

9xlim
2x 2→− −

 d) 
x 3

27lim
11 x→− +

 

9. 2x 1

2x 7 x 8lim
x 5x 6→

+ − +
+ −

 laø một phaân soá toái giaûn a
b

 maø a + b =  

 a) 40 b) 41 c) 42  d) 43  

10. Ta coù : 
2

x 0

x 9 x 3lim
x 1 x 1→

+ − −
+ − −

 =  

 a) - 1
6

 b) 1
6

 c) - 1
3

 d) 0 

11. Ta coù : 
3

2x 1

x 2x 1 3 2xlim
x 1→

− − −
−

 =  

 a) 1
3

 b) 2
3

 c) 1 d) 4
3

 

12.  Ta coù : 2 2

x
lim ( 4x x 1 4x 6x 2)
→−∞

+ + − + −  =  

 a) - 5
4

 b) 5
4

 c) – ∞   d) + ∞   

13.  2 2x 2

1 1lim
3x 4x 4 x 12x 20→

⎛ ⎞−⎜ ⎟− − − +⎝ ⎠
 laø một phaân soá toái giaûn a

b
 ( b > 0 ) vaø  b – a  =    

 a) 15 b) 16 c) 17 d) ñaùp soá khaùc  

14. Ta coù : 
2

2x

4x 7 x 3lim
3x 2 x x 1→+∞

+ − +

− − − −
 = 

 a) 1
2

 b) 1 c) 0 d) + ∞   

15. Ta coù : 2x 2

x 2 | x 2 |lim
| 4 x |+→

− − −
−

 =  

 a) + ∞   b) – ∞   c) 0 d) ¼  
 
16. Haøm soá naøo dưới ñaây lieân tuïc taïi x0 = 1  

 (I) f(x) = | x 1 | 3
|1 x | 1
− +
− −

 (II) g(x) = 
2x 1; khi x 1

2 x 3 4 khi 0 x 1
x 1

− ≥⎧
⎪
⎨ + −

< <⎪ −⎩

 

 a) Chæ (I)  b) Chæ (II)   
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 c) Caû (I) vaø (II)  d) Khoâng haøm soá naøo . 

17. Cho haøm soá 2

2

x a ; x 1
x 2

f(x)
x ax a 1 ; x 1

x (a 2)x a 3

+⎧ ≤⎪ −⎪= ⎨ + − −⎪ >
⎪ + + − −⎩

  

Coù hai giaù trị của a ñeå  ñeå haøm soá sau lieân tuïc taïi x0 = 1 vaø tích của chuùng laø :  

 a) – 6 b) 6 c) – 3 d) ñaùp soá khaùc   

18. Haøm soá naøo dưới ñaây lieân tuïc treân R  

 (I) f(x) = 
2

2x 3

x 3x 3

−

+ +
 (II) g(x) = x 7

| x | 3
+
−

 

 

 (III) 
2

2x 3 ; x 1

4( 5 x 2x) ;x 1
x 3x 2

+ ≥⎧
⎪
⎨ − −

<⎪ − +⎩

 

 a) Chæ (I) vaø (II)  b) Chæ (II) vaø (III) 

 c) Chæ (I) vaø (III)  d) Caû (I), (II) vaø (III)  

19. Ñònh m ñeå haøm soá  f(x) = 

2x 1 ; x 1
x m
m( 2x 1 x) ; x 1

x 1

−⎧ ≤⎪ +⎪
⎨

− −⎪ >⎪ −⎩

 

 lieân tuïc treân R  

 a)khoâng coù m   b)  m = 1 hay m = - 2  

 c) m = 1  d)  m = - 2  

20. Phương trình naøo sau ñaây coù nghiệm với moïi m : 

 (I) m(x2 – 3x + 2) +  x4 – 3 = 0  

 (II) m(x – 1)(x + 4) + x3 –  4x = 0 

 a) Khoâng phương trình naøo  b) Chæ (I)  

 c) Chæ (II)  d) Caû (I) vaø (II)  

 
B. BAÛNG TRAÛ LÔØI  
  1(a)   2(c)    3(b)    4(d)      5(a)     6(a)    7(c)      8(b)      9(d)    10(c) 
         11(d)  12(b)  13(c)  14(b)    15(a)   16(c)   17(b)   18(c)    19(d)   20(d)    

C. HÖÔÙNG DAÃN – ÑAÙP SOÁ   
1. (a)  Vì baäc của töû laø 5 trong khi baäc của maãu laø 6 neân limun = 0   

2. (c)   limun = 

11

11

5 2
5 2

3

72
2nlim 4

1 7 2 .4(2 ) (4 )
n n

⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠ = =
+ −
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3. (b)  limun = lim 3
2n 3 2n 6

−
+ + +

 = 0 

4. (d)  limun = 
2

n n 3 n 2lim .
1n 1 n 3n 1

− + + +

+ + + +
 = - ∞   

   

5. (a)  

2n

n n n

2 3
3

lim u lim
2 22 1 4
3 3

⎛ ⎞⎛ ⎞ −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠=
⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

= 
2( 3) 9

1.( 4) 4
−

= −
−

 

6. (a)  Goïi un laø soá tieàn ruùt ra ( goàm caû voán vaø laõi ) sau n naêm . Theo giaû thieát , ta coù : un = un-1 + 0, 1(un -   

1 ) = un – 1 .1, 1 , n∀  ≥  1 . 
Vậy (un) laø soá haïng của một caáp soá nhaân  coâng boäi laø q = 1, 1 vaø soá haïng ñaàu ( tieàn ruùt ñöôïc sau một naêm ) 
laø u1 = 1, 1u ( u : soá tieàn gôûi ban ñaàu). 
Ñeå  soá tieàn nhaän ñöôïc ít nhaát gaáp ñoâi  soá voán ñaàu tieân ñaõ gôûi , ta phaûi coù :  
   2u = u1 . qn – 1

  = 1,1u.(1,1)n – 1   
    n2 (1,1)=  
Ta tìm soá n nguyeân nhoû nhaát sao cho : (1, 1)n ≥ 2. 
Duøng maùy tính , ta ñöôïc : n  = 8  

7. (c) Duøng coâng thöùc : 1 + 2 + . . .+ k = k(k 1)
2
+ => 1 2 1 12

1 2 ... k k(k 1) k k 1
⎛ ⎞= = −⎜ ⎟+ + + + +⎝ ⎠

 

=> n
1 1 1 1 1 1lim u lim 2 ...
1 2 2 3 n n 1

⎡ ⎤⎛ ⎞= − + − + + −⎜ ⎟⎢ ⎥+⎝ ⎠⎣ ⎦
 

= 1 1lim 2 2
1 n 1

⎡ ⎤⎛ ⎞− =⎜ ⎟⎢ ⎥+⎝ ⎠⎣ ⎦
 

 

8. (b)  
3 3

x 3 x 3 x 3

x (x 3) xlim f(x) lim lim
(x 3)(x 5) x 5→− →− →−

+
= =

+ − −
  

9. (d)  
x 1 x 1 x 1

(x 1) 1 1lim f(x) lim . lim
(x 1)(x 6)2x 7 x 8 ( 2x 7 x 8)(x 6)→ → →

−
= =

− ++ + + + + + +
= 1

42
  

=> a + b = 43  

10. (c) 
4 2

22x 0 x 0

x 6x x x 1 x 1lim f(x) lim .
x xx 9 x 3→ →

− − + + + +
=

− −+ + +
= 

3

2x 0

x 6x 1 x 1 x 1lim .
x 1x 9 x 3→

− − + + + +
=

− −+ + +
- 1

3
  

11. (d)  
3

x 1 x 1

x 2x 1 1 1 3 2xlim f(x) lim
(x 1)(x 1 (x 1)(x 1)→ →

⎡ ⎤− − − −
= +⎢ ⎥− + − +⎣ ⎦

 

= 
( )

2

x 1 23

(2x x 1) 2lim
(x 2x 1 1)(x 1) 1 (3 2x) 1 (x 1)→

⎡ ⎤
+ +⎢ ⎥+⎢ ⎥− + + + − + +⎢ ⎥⎣ ⎦

 = 1+ 1 4
3 3
=   

12. (b) 
2 2x x x

2 2

355x 3 xlim f(x) lim lim
1 1 6 24x x 1 4x 5x 2 4 4
x x x x

→−∞ →−∞ →−∞

− +− +
= =

+ + + + − − + + − + −
 

= 5
4
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13. (c) 
x 2 x 2 x 2

1 1 4x 8lim f(x) lim lim
(x 2)(3x 2) (x 2)(x 10) (x 2)(3x 2)(x 10)→ → →

−⎛ ⎞
= + =⎜ ⎟− + − − − + −⎝ ⎠

        = - 1
16

 = 1
16
−  => b 

– a = 17  

14. (b) Ta coù  
2 2

x x

2

7 1 34
x x xlim f(x) lim

2 1 13 1
x x x

→+∞ →+∞

+ − +
=

− − − −
 = 2 0 1

3 1
−

=
−

 

15. (a) 2x 2 x 2 x 2 x 2

x 2 (x 2) x 2(1 x 2) 1 x 2lim f(x) lim lim lim
x 4 (x 2)(x 2) x 2(x 2)+ + + +→ → → →

− − − − − − − −
= = =

− − + − +
 = + ∞   vì maãu 

0 vaø töû 1+→ →  

16. (c)  * Ta coù  
x 1

0 3lim f(x) f(1) 3
0 1→

+
= = = −

−
 => f(x) lieân tuïc  taïi x = 1  

*  g(1) = 1 , 
x 1
lim g(x) g(1) 1

+→
= =  vaø  

x 1 x 1

2(x 1) x 1lim g(x) lim . 1
x 1x 3 2− −→ →

− +
= =

−+ +
 

=> g(x) lieân tuïc taïi x = 1 

17. (b) Ta coù : 
x 1
lim f(x) f(1) 1 a

−→
= = − −  

 
x 1 x 1

(x 1)(x 1 a) a 2lim f(x) lim
(x 1)(x a 3) a 4+ +→ →

− + + +
= =

− + + +
 

Vậy  – 1 – a = a 2
a 4
+

<=>
+

a2 + 6a + 6 = 0  

Coù hai giaù trị của a vaø tích laø 6 . 

18. (c)  * Haøm soá f(x) laø haøm soá voâ tyû , xaùc ñònh treân R neân lieân tuïc treân R .  

* Haøm soá g(x) khoâng xaùc ñònh khi x = ±  3 neân khoâng lieân tuïc treân R .  

* Xeùt haøm soá h(x) :  Khi x > 1 : h(x) = 2x + 3 neân f(x) lieân tuïc . 

Khi x < 1 : h(x) = 4( 5 x 2x)
(x 1)(x 2)

− −
− −

 xaùc ñònh neân lieân tuïc . 

Khi x = 1 : 
x 1
lim f(x) f(1) 5

+→
= = , 

x 1 x 1

20(1 x)lim f(x) lim 5
( 5 x 2x)(x 1)(x 2)− −→ →

−
= =

− + − −
  

 Vậy haøm soá lieân tuïc khi x = 1. Keát luaän h(x) lieân tuïc treân R .  

19. (d)  * Khi x <1 ; f(x) lieân tuïc khi noù xaùc ñònh khi x < 1  m  < - 1   

* Khi x > 1 : f(x) xaùc ñònh neân lieân tuïc . 

* Khi x = 1 : 
x 1

1lim f(x) f(1)
1 m−→

= =
+

 ; 
x 1 x 1

m(x 1)lim f(x) lim
( 2x 1 x)(x 1)+ +→ →

−
=

− + −
= m

2
 

Ñeå f lieân tuïc treân R thì f lieân tuïc taïi x = 1  1 m
1 m 2

=
+

 m2 + m - 2 = 0  m = 1 hay m = - 2.  Vì m  ≤   

- 1 neân m = - 2 .   

20. (d) * Xeùt (I) : Haøm soá f(x) ôû veá traùi lieân tuïc treân R vaø f(1) = - 2, f(2) = 13 neân phương trình f(x) = 0 coù 

nghi thuoäc (1 ; 2)  
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* Xeùt (II) : Haøm soá f(x) ôû veá traùi lieân tuïc treân R vaø f(0) = - 4m , f(2) = 6m => f(0)f(2) = - 24m2 ≤  0 neân 

phương trình coù nghiệm thuoäc [ 0 ; 2] . 

Vậy caû hai phương trình ñeàu coù nghiệm với moïi m .  
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