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CHÖÔNG 3. DAÕY SOÁ – CAÁP SOÁ COÄNG  
 - CAÁP SOÁ NHAÂN 

  

§1. Phưong phaùp quy naïp toaùn hoïc 

A. Toùm Taét Giaùo Khoa . 
      Ñeå chöùng minh mệnh đề chöùa bieán A(n) laø mệnh đề ñuùng với moïi giaù trị nguyeân dương  của n , ta thöïc 
hieän hai böôùc sau :  

• Böôùc 1 : Chöùng minh A(1) ñuùng . 
• Böôùc 2 : Với x ∈ Z∀ + , chöùng minh neáu A(k) ñuùng thì A(k + 1) cuõng ñuùng . 

 
B. Giaûi Toaùn . 

  Ví duï 1 : Chöùng minh với moïi số nguyeân dương  , ta luoân coù :  
    (1) 21 3 5 ... (2n 1) n+ + + + − =
 
Giaûi : Chuù yù veá  traùi (VT) coù n soá haïng . n = 1 : VT = 1 , n = 2 : VT = 1 + 3 . . .  
• Với n = 1: (1)  1 =  12 : mệnh đề naøy ñuùng . Vậy (1) ñuùng khi n = 1. 
• Giaû söõ (1) ñuùng khi n = k  1 + 3 + 5 + . . . + (2k – 1) = k2 (2) , ta chöùng minh (1) cuõng ñuùng khi n = k 

+ 1  1 + 3 + 5 + . . .+ (2k – 1) + [2(k+1) – 1] = ( k + 1)2  (3)  
Thaät  vaäy : VT(3) = VT(2) +  [2(k+1) – 1] = VP(2) + [ 2k + 1] 
                                    = k2 + 2k + 1 = (k + 1)2  
                                    = VP(3) ( ñpcm) 
Theo phưong phaùp quy naïp , (1) ñuùng với moïi số nguyeân dương  n .        

  Ví duï 2 : Chöùng minh raèng soá n
1 1 1a ...

1.2 2.3 n(n 1)
= + + +

+
= n

n 1+
 (1)  với moïi  số nguyeân dương  n . 

Giaûi :  

• Với n = 1 : (1)   a1 = 
1 1

1.2 1 1
=

+
 : ñuùng . Vaäy (1) ñuùng khi n = 1 . 

• Giaû söõ  (1) ñuùng khi n = k  ak = 1 1 1....
1.2 2.3 k(k 1)

+ + +
+

= 
k

k 1+
 (2)  , ta chöùng minh (1) cuõng ñuùng 

khi n = k + 1  ak+1 =  1 1 1 1....
1.2 2.3 k(k 1) (k 1)(k 2)

+ + + +
+ + +

= 
k 1
k 2
+
+

 .  

Thaäy vaäy : ak+1 = ak + 1
(k 1)(k 2)+ +

= k 1
k 1 (k 1)(k 2)

+
+ + +

 ( theo giaû thieát quy naïp (2) ) 

   = 
2 22) 1 k 2k 1 (k 1)

(k 1)(k 2) (k 1)(k 2) (k 1)(k 2)
+ + + + +

= =
+ + + + + +

k(k  

   = 
k 1
k 2
+
+

 (ñpcm) 

Vaäy (1) ñuùng với moïi số nguyeân dương  n .   
                
  Ví duï 3 : Chöùng minh  soá  un = 13n – 1 chia heát cho 6 với moïi số nguyeân dương n (1)  

  Giaûi :  
• Với n = 1 : u1 = 131 – 1 = 12 chia heát cho 6 . Vậy (1) ñuùng khi n = 1   
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• Giaû söõ (1) ñuùng khi n = k  uk =  13k – 1 chia heát cho 6 , ta chöùng minh (1) cuõng ñuùng khi n = k + 1  
uk+1 = 13k+1 – 1 chia heát cho 6 .  

Thaät vậy : uk+1 = 13k+1 – 1 = 13.13k – 1 = 13(13k – 1) + 12 = 13uk + 12 . Vì   uk chia heát cho 6 vaø 12 chia heát 
6 neân uk+1  chia heát cho 6 ( toång hai soá chia heát cho 6 laø một  soá  
chia heát cho 6 ) . 

C. Baøi Taäp Reøn Luyeän  
3.1. Chöùng minh với moïi số nguyeân dương  n , ta coù :  

 a) 1 + 2 + . . .+ n =    n(n 1)
2
+  b) 12 + 22 + . . .+ n2 = 

n(n 1)(2n 1)
6

+ +
 

 c) 1.4 + 2.7 + . . . + n(3n + 1) = n(n + 1)2  

3.2. Chöùng minh với moïi số nguyeân dương  n , ta coù : 

 a) 1 1 1 n...
1.3 3.5 (2n 1)(2n 1) 2n 1

+ + + =
− + +

 

 b) 1.n + 2(n – 1) + . . .+ (n – 1).2 + n. 1 = 
1 n(n 1)(n 2)
6

+ +  

 c) n n

1 2 3 n n 2... 2
2 4 8 2 2

+
+ + + + = −  

3.3. Chöùng minh với moïi số nguyeân dương  n , ta coù :  
 a) (1 + x)n  1 + nx với x > - 1 . ≥

 b) 
nn 1 n 1

n
+⎛ ⎞ ≤ +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 c) 

n n na b a b
2 2
+ +⎛ ⎞ ≤⎜ ⎟

⎝ ⎠
 với a   0 , b  0 . ≥ ≥

 c) 
1 1 1 1...

n 1 n 2 2n 24
+ + + >

+ +
3

 

3. 4. Chöùng minh với moïi số nguyeân dương  n , ta coù :  
  a) un = 62n + 10.3n   chia heát cho 11  . 
 b) tích của 4 số nguyeân dương  lieân tieáp chia heát cho 24 . 
 c) 6n + 8n    chia heát cho 14 khi n leû  
 d) un = 5. 23n – 2  + 33n – 1  chia heát cho 19 .  
 
3.5. Theo một truyeän coå , trong một hang ñoäng taïi một nôi naøo ñoù , coù một vò thaàn ñang thöïc hieän một 
coâng vieäc buoàn teû nhö sau . Trước maët oâng ta laø ba maâm vaøng . Treân maâm thöù nhaát coù một thaùp  taïo bôûi 
64 dóa kim cöông coù loã ôû giöõ . Caùc dóa coù   kích thöôùc khaùc nhau đặt choàng leân nhau xuyeân qua một thanh 
ngoïc sao cho dóa treân luoân  nhoû hôn dóa  saùt beân dưới . Maâm thöù hai vaø maâm thöù ba cuõng coù một thanh 
ngoïc ôû giuõa .Coâng vieäc cuûa vò thaàn laø dôøi thaùp dóa kim cöông   töø  maâm thöù nhaát  sang maâm thöù ba theo 
quy taéc sau :  

• Moãi laàn chæ ñöôïc dôøi một dóa . 
• Luùc naøo dóa ôû  treân cuõng nhoû hôn diaõ beân dưới  
• Coù theå đặt dóa ñang dôøi taïm treân maâm thöù hai , nhöng cuõng theo luaät laø dóa treân nhoû hôn dóa dưới .  

Thí duï với thaùp 2 dóa , goïi dóa 1 laø dóa nhoû , dóa 2 laø dóa lôùn , ta thöïc hieän caùc böôc sau :  
• Dôøi dóa 1 vaøo maâm 2 . 
• Dôøi dóa 2 vaøo maâm 3 . 
• Dôøi dóa 1 töø maâm 2 vaøo maâm 3 .  

Ta caàn taát caû 3 ñoäng taùc ñeå hoaøn taát .  
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     Maâm 1                                             Maâm 2                Maâm 3  
 
Chöùng minh raèng vò thaàn caàn 264  - 1  ñoäng taùc ñeå hoaøn taát coâng vieäc . Giaû söõ moãi ñoäng taùc keùo daøi ñuùng 1 
giaây , hoûi caàn bao nhieâu thôøi gian ñeå chaám döùt coâng vieäc . Truyeàn thuyeát keå raèng khi vieäc dôøi 64 dóa ñöôïc  
hoaøn taát thì ñoù cuõng laø ngaøy taän theá của loøai ngöôøi . 

D.Höôùng daãn – Ñaùp soá . 
3.1. a) * Với n = 1 : VT = VP = 1 => mệnh đề ñuùng khi n = 1 . 

* Giaû söõ  : 1 + 2 + . . .+ k = 
k(k 1)

2
+

, thế thì :  

  1 + 2 + . . .+ k + (k + 1) = 
k(k 1) k(k 1) 2(k 1)k 1

2 2
+ + + +

+ + =  

                                                   = 
(k 1)[(k 1) 1]

2
+ + +

 => mệnh đề ñuùng khi n =  k + 1  

b) * Với n = 1 : VT = 12 = 1 , VP = 
1(

= 1 
1 1)(2 1)

6
+ +

* Giaû söõ  12 + 22 + . . .+ k2 = 
k(k 1)(2k 1)

6
+ +

  

 => 12 + 22 + . . .+ k2 + (k + 1)2 = 2k(k 1)(2k 1) (k 1)
6

+ +
+ +                            

= 
2k(k 1)(2k 1) 6(k 1)

6
+ + + +  

                 = 
(k 1)[k(2k 1) 6(k 1)]

6
+ + + +

 

                                                       = 
2(k 1)(2k k 6k 6)

6
+ + + +  

                  = 
2(k 1)(2k 7k 6)
6

+ + +     

                  = 
(k 1)(k 2)(2k 3)

6
+ + +

 

                  = 
(k 1)[(k 1) 1][2(k 1) 1]

6
+ + + + +

 

=> mệnh đề ñuùng khi n = k + 1 .  

c) * Với n = 1 : VT = 
1 1VP
3 2.1
= =

+1
 

* Giaû söõ  1.4 + 2.7 + . . . + k(3k + 1) = k(k + 1)2  
=>  1.4 + 2.7 + . . . + k(3k + 1) + (k + 1)[3{k+1) + 1] = k(k + 1)2 +(k + 1) (3k + 4)  
                                                                                       =  (k + 1)(k2 + k + 3k + 4)   
                                                                                       = (k + 1)(k + 2)2  
=> mệnh đề ñuùng khi n = k + 1 . 
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3.2.  a) * Với n = 1 : VT = 
1

1.3
= VP = 

1
2 1+

 

* Giaû söõ  1 1 1 k...
1.3 3.5 (2k 1)(2k 1) 2k 1

+ + + =
− + +

 

=>  1 1 1 k...
1.3 3.5 (2k 1)(2k 1) ( )( ) 2k 1 (2 )( )

+ + + + = +
− + + + + +

1 1
2k 1 2k 3 k 1 2k + 3

 

                                                                                       =  k(2k 3) 1
(2k 1)(2k 3)

+ +
+ +

 

 =    
22k 3k 1 (k 1)(2k 1)

(2k 1)(2k 3) (2k 1)(2k 3)
+ + + +

=
+ + + +

   

 = k 1
2(k 1) 1

+
+ +

=> mệnh đề ñuùng khi n = k + 1  

b) * Với n = 1 : VT = 1.1 = 1 , VP = 
1 .1.2.3 1
6

=  

* Giaû söõ   1.k + 2(k – 1) + . . .+ (k – 1).2 + k. 1 = 
1 k(k 1)(k 2)
6

+ + (1) 

Ta phaûi chöùng minh : 1.(k+1) + 2. k + 3.(k – 1) +. . . + k. 2 + (k + 1).1 =  
1 .(k 1)(k 2)(k 3)
6

+ + +  (2) 

Laáy (2) – (1) veá với veá : (k+1) + k + (k – 1) +. . . + 2  +1  =  

                                    
1 .(k 1)(k 2)(k 3)
6

+ + +  - 
1 k.(k 1)(k 2)
6

 (3)  + +

VT(3) = 
(k 1)(k 2)

2
+ +

 ( theo baøi 3. 1 . a)  

VP(3) = 
1 .(k 1)(k 2)(k 3 k)
6

+ + + − = 
(k 1)(k 2)

2
+ +

 

Vậy ta coù ñpcm .  
                                                                                  

c)  Giaû söõ  : k k

1 2 k k 2... 2
2 4 2 2

+
+ + + = −  

=> k k 1 k k 1

1 2 k k 1 k 2 k 1... 2
2 4 2 2 2 2+ +

+ + +⎛ ⎞+ + + + = − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

                                          = 2 - k 1

2(k 2) (k 1)
2 +

+ − +
 

                                          = 2 - k 1

k 3
2 +

+
 => mệnh �ñề ñuùng  khi n = k + 1  

3.3. a) * Với n = 1 : VT = VP = 1 + x . Vậy mệnh �ñề ñuùng khi n = 1 . 
* Giaû söõ  (1 + x)k  ≥  1 + kx  (1)  => (1 + x)k + 1  = (1 + x) (1 + x)k  ≥  (1 + x)(1 + kx)  ( nhaân hai veá của (1) 
cho 1 + x > 0 )  
Suy ra : (1 + x)k + 1  1 + kx + x + kx≥ 2  1 + kx + x ( vì kx≥ 2  0 )  ≥
Hay (1 + x)k + 1  ≥  1 + (k + 1)x => mệnh �ñề ñuùng khi n = k + 1 . 

b) * Với n = 1 : VT = VP = 2 => mệnh �ñề ñuùng khi n = 1  

* Giaû söõ  
kk 1 k 1

k
+⎛ ⎞ ≤ +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (1) 

=> 
k 1 kk 2 k 2 k 2

k 1 k 1 k 1

++ + +⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞=⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟+ + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

kk 2 k 1
k 1 k
+ +⎛ ⎞⎛≤ ⎜ ⎟⎜+⎝ ⎠⎝

⎞
⎟
⎠
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vì 
k 2 k 1
k 1 k
+ +

≤ <=>
+

k(k+2) ≤ (k + 1)2 ( ñuùng )  

=> 
k 1k 2 k 2 (k 1

k 1 k 1

++ +⎛ ⎞ ⎛ ⎞≤⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠
+ )  (do (1) ) 

                         k + 2  ≤
Vậy mệnh �ñề  ñuùng khi n = k + 1 . 

c) Giaû söõ 
k k ka b a b

2 2
+ +⎛ ⎞ ≤⎜ ⎟

⎝ ⎠
 => 

k 1 k k ka b a b a b a b a b.
2 2 2 2

++ + + + +⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ≤⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ 2

 

=> 
k 1a b

2

++⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

k 1 k 1 k ka b ab a
4

+ ++ + +
≤

b  (1)  

Ta chöùng minh :  abk + akb ≤  ak + 1 + bk + 1   ak(a – b) + bk ( b – a)  0  ≥
 (a – b)(ak – bk) ≥  0  . Baát ñaúng thöùc naøy ñuùng vì a ≥  b  0 => a≥ k  b≥ k  

Vaø 0  a ≤  b => a≤ k  b≤ k .  

 Vậy (1) thaønh :  
k 1a b

2

++⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  ≤
k 1 k 1 k 1 k 12(a b ) a b

4 2

+ + + ++ +
= ( ñpcm )  

3. 4. a) * Với n = 1 : u1 = 62 + 10. 31  = 66 chia heát cho 11 . 
* Giaû söõ  uk =  62k + 10.3k   chia heát cho 11 , thế thì :  
 uk+1 = 62(k+1)  + 10.3k +1   = 36.62k + 30.3k  = 3(62k + 10.3k ) + 33.62k = uk + 33.62k  
=> uk + 1 chia heát cho 11 vì laø toång của hai soá chia heát cho 11 . 
 
b) Ta chöùng minh : un = n(n + 1)(n + 2)(n + 3) chia heát cho 24 .  
* u1 = 1.2.3.4 = 24 chia heát cho 24 . 
*  Giaû söõ uk = k(k + 1)(k + 2)(k + 3) chia heát cho 24  , thế thì :  
uk+1 = (k + 1)(k + 2)(k + 3)(k + 4) = uk + 4(k + 1)(k + 2)(k + 3) 
Ta bieát tích ba số nguyeân lieân tieáp (k + 1)(k + 2)(k + 3) luoân chí heát cho 6 vì coù chöùa một soá chaün vaø một 
soá chia heàt cho 3 . Do ñoù uk+1 laø toång hai soá cho chia heát cho 24  
neân chia heát cho 24. 

c) * Với n = 1 : u1 = 61 + 81
 = 14 chia heát cho 14. 

* Giaû söõ   uk =   6k + 8k chia heát cho 14 , soá leû tieáp theo soá k laø k + 2 , ta coù : 
  uk+2 = 6k+2 + 8k + 2 = 36.6k + 64.8k = 36(6k + 8k) + 28.8k = 36.uk + 14.2.8k  
=> uk + 2 chia heát  cho 14 ví laø toång hai soá chia heát cho 14 .   
 d) * Với n = 1 :u1 = 5. 21 + 32 = 19 chia heát cho 19 . 
* Giaû söõ  uk = 5. 23k – 2  + 33k – 1  chia heát cho 19 , thế thì :  
  uk+1 = 5. 23k + 1  + 33k + 2 = 5. 23 . 23k – 2 + 33 . 33k – 1  = 8.5.23k – 1 + 27.33k- 1  
    = 8(5.23k – 1 + 33k- 1 ) + 19.33k – 1  = 8.uk + 19.33k – 1 

=> uk+1  chia heát cho 19 vì laø toång của hai soá chia heát cho 19. 
 
3.5. * Với n = 1 :   vò thaàn chæ caàn 21 – 1 = 1   một ñoäng taùc dôøi ( ñuùng )  
* Giaû söõ  vò thaàn caàn 2k – 1 ñoäng taùc ñeå dôøi k dóa , thế thì với k + 1 dóa , ta seõ dôøi nhö sau :  

• Dôøi k dóa töø dóa treân cuøng �ñến dóa keá choùt sang maâm thöù hai : caàn   2k - 1 ñoäng taùc ( giaû thieát của 
pheùp quy naïp).  

• Dôøi dóa cuoái cuøng lôùn nhaát töø maâm thöù nhaát sang maâm thöù ba : 1 ñoäng taùc  
• Dôøi k dóa töø maâm thöù hai sang maâm thöù ba , duøng maâm thöù nhaát laøm trung gian : caàn 2k – 1 ñoäng 

taùc .  
Vậy caàn taát  caû : 2k – 1 + 1 + 2k – 1 = 2k + 1 – 1 ñoäng taùc  
Suy ra ñpcm .  
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Với 64 dóa , vò thaàn caàn thöïc hieän 264 – 1 . Maùy tính boû tuùi khoâng tính ñöôïc soá naøy , chæ cho ta một giaù trị 
gaàn ñuùng laø .  18.446.744.070.000.000.000.000.000.000 ( 19 soá 0 ) . Môøi baïn ñoïc soá naøy ! Neáu moãi ñoäng 
taùc dôøi dóa laø một giaây vaø luoân chính xaùc töø giôø naøy tôùi giôø kia , tuø ngaøy naøy qua ngaøy khaùc, töø naêm naøy 
qua naêm tôùi … ( thaàn maø ! ) , thì phaûi caàn 584.942.417.400 naêm ! 
 

§2. Daõy soá  
 

A. Toùm Taét Giaùo Khoa . 
1. Định nghĩa : Một haøm soá u xaùc ñònh treân taäp hôïp N* caùc   số nguyeân dương  ñöôïc goïi laø một  daõy soá voâ 
haïn . 
 Kí hieäu : soá haïng tổng quaùt u(n) ñöôïc kí hieäu laø un : soá haïng thöù n . 

• Daõy soá voâ haïn u = u(n) ñöôïc kí hieäu (un) hay u1 , u2 , . . ., un . 
• Khi 1 ≤  n  m , ta coù daõy soá  höõu haïn : u≤ 1 laø soá haïng ñaàu , um laø soá haïng cuoái .  

  2. Caùch cho daõy soá :  
• Caùch 1 : Cho bôûi coâng thöùc của  soá haïng tổng quaùt  . 
• Caùch 2 : Cho bôûi heä thöùc truy hoài . 

3. Daõy soá taêng , giaõm : 
• (un) daõy soá taêng  n∀ , un < un+1 
• (un) daõy soá giaõm  n∀  , un > un+1 

Chuù yù : 1) (un) taêng  n  , u∀ n+1 – un > 0  n∀  , n 1

n

u 1
u
+ > n( neáu ∀  , un> 0 ) 

            2) 1) (un) giaõm  n∀  , un+1 – un < 0  n∀  , n 1

n

u 1
u
+ ( neáu n∀  , un> 0 ) <

4. Daõy soá bò chaän : 
• (un) bò chaän treân  M∃ , , un∀ n ≤  M  
• (un bò chaän dưới    m∃ , ∀  , un ≥n  m 
• (un) bò chaän  (un) bò chaän treân vaø chaân dưới . 

B. Giaûi Toaùn 

  Daïng 1 : Xaùc ñònh caùc soá haïng của daõy soá : 

              Duøng coâng thöùc un hoaëc heä thöùc truy hoài 

  Ví duï 1 :  

  a) Cho daõy soá  (un) với un = n

n
2

 . Tìm soá haïng u3 , u4 .  

  b) Cho daõy soá caùc soá dương  chia  cho 5 dö 3 saép xeáp theo thöù töï taêng daàn . Tìm soá haïng thöù 1000. 

Giaûi : a) u3 = 3

3 3
2 8

=  , u4 = 4

4 4 1
2 16 4

= =  

b) Daõy soá laø 3, 8, 13  . . . Soá haïng tổng quaùt laø un = 5(n – 1) + 3 = 5n  – 2 , n∀ *N∈ . Vậy soá haïng thöù 1000  
laø u1000 = 5000 – 2 = 4998 . 

  Ví duï 2 : Cho daõy soá (un ) xaùc ñònh bôûi : 1

n n 1

u 5
u 2u 3 ; n 2−

=⎧
⎨ = − ∀ ≥⎩

   . Tìm soá haïng u4 . 

Giaûi : Ta coù : u2 = 2.u1 – 3 = 10 – 3 = 7 , u3 = 2u2 – 3 = 14 – 3 = 11, u4 = 2u3 – 3 = 22 – 3 = 19 .  

* Daïng 2 : Xaùc ñònh  soá haïng tổng quaùt của daõy soá cho bôûi heä thöùc truy hoài . 
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• Tính thöû caùc soá haïng ñaàu , döï ñoùan một heä thöùc un = f(n) . 
• Chöùng minh heä thöùc ñoù ñuùng với n∀  baèng phưong phaùp quy naïp .  

  Ví duï 3 :  Cho daõy soá (un ) xaùc ñònh bôûi : u1 = 5 vaø n∀   2 , u≥ n = 2un-1 – 3  
  Tìm soá haïng tổng quaùt un .  

Giaûi  : Töø caùc giaù trị của u1 , u2 , u3 , u4 ñaõ tính trong ví duï 2 , ta döï ñoùan :  

n∀  , un = 2n + 3  (1) vì heä thöùc  ñuùng  khi n = 1 , 2, 3, 4 , neân ta hi voïng noù cuõng ñuùng với moïi n. 
• u1 = 21 + 3 = 5  : ñuùng  

• Giaû söõ  (1) ñuùng khi n = k  uk = 2k + 3  , thế thì :  

 uk+1 = 2uk – 3 ( heä thöùc truy hoài )   

                = 2( 2k + 3) – 3 = 2k + 1 + 3 , chöùng toû (1) ñuùng khi n = k + 1 . Vậy (1) ñuùng với moïi n .  

Daïng 3 : Chöùng minh daõy soá taêng giaõm ( xeùt tính ñôn ñieäu ) :  
• Neáu daõy soá xaùc ñònh baèng coâng thöùc thì söõ duïng định nghĩa hoaëc phaàn chuù yù trong lyù thuyeát . 
• Neáu daõy soá xaùc ñònh baèng heä thöùc truy hoài , thì ta duøng định nghĩa + pheùp chöùng  
   minh quy naïp . 

  Ví duï 4 : Xeùt tính taêng giaõm của caùc daõy soá  (un) sau :  

a) un = n

n
3

 b) un = 
2n 3
n 2
+
+

 c) un =  
2n 15
n 1
+
+

  

Giaûi :  

n 1
n 1

n
n

n 1
u n 13 1

nu 3n
3

+
+

+
+

= = < na) Ta coù :  , un∀ n > 0 vaø , ∀  . Vậy (un) laø daõy soá giaõm .  

b) Ta coù :  un = 
2(n 2) 1 12

n 2 n 2
+ −

= −
+ +

 ( ñôn giaûn coâng thöùc daõy soá )  

Suy ra  ,  , un∀ n+1 – un = 1 12 2
(n 1) 2 n 2

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − −⎜ ⎟⎜ ⎟+ + +⎝ ⎠⎝ ⎠
 = 

1 1
n 2 n 3

−
+ +

> 0 neân daõy soá (un) laø daõy soá taêng . 

c) Ta coù : 
2(n 1) 16 16n 1

n 1 n 1
− +

= − +
+ +

 

 => un+1 – un = 16 16n n 1
n 2 n 1

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 = 1 + 16 16 161

n 2 n 1 (n 1)(n 2)
− = −

+ + + +
 

Hieäu soá naøy aâm  khi n =  2 vaø dương   khi n = 3 , do ñoù daõy soá (un) khoâng taêng cuõng khoâng giaõm .  

Thaät ra neáu ta tính thöû vaøi soá haïng ñaàu tuø coâng thöùc : u1 = 8 , u2 =  
19
3

 ; u3 = 6 , u4 = 
31
5

 thì coù : u1 > u2 >  

u3 < u4 . Vậy daõy soá khoâng taêng cuõng khoâng giaõm . 

* Ví duï 5 : Cho daõy soá (un) ñònh bôûi heä thöùc truy hoài 1

2
n 1 n n

u 1

u u 3u , n+

=⎧⎪
⎨

1= + ∀ ≥⎪⎩
  

Giaûi : Ta chöùng minh un+1 – un > 0 (1) ,  . n∀
• u2 – u1 = (1 + 3) – 1 = 3 > 0 => (1) ñuùng khi n = 1 . 
• Giaû söõ uk+1 – uk > 0 (2)  , thế thì :  

 uk+2 – uk+1 =  (u2
k+1 + 3uk+1 ) - (u2

k + 3uk) = (u2
k+1 - u2

k ) + 3(uk+1 – uk) 
                     =  (uk+1 – uk)[ (uk+1 + uk  ) + 3] 

Töø heä thöùc truy hoài , coù theå chöùng minh un > 0 , n∀  , do ñoù suy ra :  
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 uk+1 + uk   + 3 > 0 , cuøng với  (2) , ta ñöôïc : uk+2 – uk+1 > 0 => (1) ñuùng khi n = k + 1 .  
Vậy (1) ñuùng với moïi n vaø daõy soá (un) taêng . 

Daïng 4 : Xeùt tính bò chaän 
• Ñeå chöùng minh  (un) bò chaän , ta tìm hai soá M vaø m sao cho : m ≤  un ≤  M ,  .    n∀
• Neáu (un) cho bôûi heä thöùc truy hoài thì ta döï ñoùan soá M, m roài chöùng minh tính bò chaän baèng 

phưong phaùp quy naïp.  

  Ví duï 6 : Chöùng minh caùc daõy soá sau bò chaän  

  a) un = 
3n 14
n 2
+
+

 b) un = 
1 cosn
n
+  c) u1 = 1 , un+1 = n

1 u
2

 + 2 , n∀   1 ≥

Giaûi : a) Ta coù : un = 
3(n 2) 8 83

n 2 n 2
+ +

= +
+ +

 

Vì  n  1 neân ≥
80

n 2 3
< ≤

+
8

 , suy ra : 3 ≤  un ≤  3 + 
8 17
3 3
= . Vậy (un) bò chaän . 

Ghi chuù : Leû dó nhieân , ta coù theå vieát “thoùang ” hôn laø : 0 ≤  un ≤  3 + 8 = 11  

b) Vì  
10 1 vaø 1 cosn
n

< ≤ − ≤ ≤1 , do ñoù : 0 – 1 ≤  
1 cosn
n
+ ≤  1 + 1  

töùc  : - 1  u≤ n ≤  2 . Vậy (un) bò chaän .  

c) Ta tính thöû vaøi giaù trị ñaàu tieân của daõy soá : u1 = 1 , u2 = 
1 52
2 2
+ = , u3 = 

5 132
4 4
+ = , u4 = 

13
 . 

Ta döõ ñoaùn u

292
8 8
+ =

n < 4 , ∀  vaø leû dó nhieân thì un n > 0 , n∀  . 
1) Chöùng minh : un > 0 ,   n∀

• u1 =1 > 0  

• Giaû söõ uk > 0 , thế thì : uk+1 = k
1 u 2
2

> 0 . +

Vậy un > 0 , ∀  (1) n
2) Chöùng minh un  < 4 , ∀  . n

• u1 = 1 < 4 

• Giaû söõ uk < 4 , thế thì : uk+1 = k
1 1u 2 .4 2 4
2 2

+ < + =

n

 . 

Vậy un < 4 , ∀  (2) 
Töø (1) vaø (2) , ta coù (un) bò chaän .  
 

 C. Baøi Taäp Reøn Luyeän  

3.6. Choïn caâu ñuùng : Soá haïng thöù  9 của daõy soá un = 
2n 1
n 1
+
+

 laø :  

  a) 1, 9 b) 2, 0 c) 2, 1 d) 3, 0 
 

3.7 . Choïn caâu ñuùng : Cho daõy soá  1

n n 1

u 15
u u −

= −⎧⎪
⎨ = +⎪⎩ n

Soá haïng dương ñaàu tieân  của daõy soá laø soá haïng thöù maáy ?  

  a) 15  b) 4 c) 5 d) 6 

3.8. Choïn caâu ñuùng : Cho ba daõy soá  

 (I) un =  
2n 5
n 1
+
+

 (II) un = (-1)n n2  (III) un = 
n2

n 1+
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Daõy soá naøo laø daõy soá taêng ?   

  a) Chæ (I)   b) Chæ (II)  

  c) Chæ (III)  d) Coù 2 daõy soá taêng trong ba daõy soá  

3.9. Choïn caâu ñuùng : Cho ba daõy soá  

 (I) un =  
n 5
2n 1
−
+

 (II) un =  n2 -  6n (III) un = 
n n

n n

4 2
4 2

+
−

 

Daõy soá naøo  laø daõy soá giaõm ?   

   a) Chæ (I) vaø (II) b) Chæ (II) vaø (III) 

   c) Chæ (I) vaø (III) d) caû (I) , (II) vaø (III) 

3.10. Choïn caâu ñuùng : Cho ba daõy soá  

   (I) un =  
3n 5
n 1
+
+

         (II) un =  2sinn – n     (III) un = (-1)n n2  

Daõy soá naøo bò chaän treân ?  
   a) Chæ (I) vaø (II) b) Chæ (II) vaø (III) 
   c) Chæ (I) vaø (III) d) Caû (I) , (II) vaø (III)  

3.11. Tìm 3 soá haïng ñaàu tieân  của daõy soá sau :  

  a) un =  n

n(n 1)
2
+

  b) un =  2

1
2 1−

 + 2 2

1 1...
3 1 n 1

+ +  
− −

  c) un = (-1)n cos
n
4
π

 d) un = (-1)1 .1 + (-1)2 .2 +  . . . + (-1)nn  

3. 12.  Tìm caùc  soá haïng ñaàu tieân  của daõy soá sau roài suy ra coâng thöùc un  = f(n) của caùc daõy soá cho bôûi 
heä thöùc truy hoài : 
a) u1 = 7 , un+1  = un    + 4 ,  1  b) un∀ ≥ 1 = 4 , un+1 = 3.un - 2 , n∀  ≥  1 

n 11 u
2

+* 3.13.  Cho daõy soá (un ) ñònh bôûi : u1 = - 1 , un =  , n∀  ≥  2 . −

  a) Tính 3soá haïng ñaàu tieân của daõy soá . 
  b) Tìm coâng thöùc un theo n .  

3.14. Xeùt tính ñôn ñieäu của caùc daõy soá (un ) sau :     

     a) un = 
3n 7
n 1
+
+

 b) un = 
2n

n 2+
            c) un = 

n

n

2 1
2
−   

  d) un = 
n

2

3
(n 1)+

 e) un = - n – sin2 n            f) un = n3 – 3n2 + 5n   

3.15. Xeùt tính ñôn ñieäu của caùc daõy soá (un ) sau :     

  a) un  = 
1 1 ...

n 1 n 2 2n
+ + +

+ +
1

 b) un  = n + 2sinn  

  *c) un = n 1 n
n 1 n
+ −
+ +

 d) un = 
sin n

2
n

π

 

 
3.16. Xeùt tính bò chaän của caùc daõy soá  sau : 
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  a) un = 
3n 6
2n 1

−
+

 b) un = 
22n 3

n(n 1)
+
+

 * d) un =  n 1 n+ −  

  * d) un =  - 1 + 2 - 3 - . . . + (-1)nn     
   

* 3.17. Cho daõy soá (un) ñònh bôûi : u1 = 1 , un+1 = n
1 u 1
3

+ ,  n∀   1 ≥

  a) Chöùng minh (un) giaõm  b) Chöùng minh (un) bò chaän .  

* 3.18. Cho daõy soá (un) ñònh bôûi  : u1 = 1 , un+1 = 2un  + 1 , n∀   1 ≥
  a) Chöùng minh (un) laø daõy soá taêng  
  b) Tìm coâng thöùc un theo n .  

* 3.19. Cho daõy soá (un) ñònh bôûi : u1 = 1 , un+1 = 
2

n

n 1

1 u 1
u −

+ −
 , n∀   1 . ≥

  a) Chöùng minh ; un = n 1tg
2 +

π
 ,  . n∀

  b) Suy ra tính ñôn ñieäu vaø bò chaän của (un)  

* 3.20. Cho daõy soá (un) ñònh bôûi : u1 = 1 , n
n 1

(n 2)uu
2n+

+
=  , n∀   1 . ≥

  a) Chöùng minh un =  n

n(n 1)
2
+

,  . n∀

  b) Xeùt tính ñôn ñieäu vaø bò chaän của (un)  

D.Höôùng daãn – Ñaùp soá . 

3.6. (a) Theá n = 9 vaøo coâng thöùc : u9 = 
19 1,9
10

=  

3.7 .(d)    u2 =  - 15 + 2 = - 13 , u3 = - 13 + 3 = - 10 , u4 = - 10 + 4 = - 6 , u5 = - 6 + 5 = - 1 , u6 = - 1 + 6 = 5 . 

Vậy soá haïng dương  ñaàu tieân laø soá haïng thöù 6 ,    

3.8. (c)   * Xeùt (I) : un = 2 + 
3

n 1+
=> n caøng lôùn un caøng nhoû => (un) giaõm .  

* Xeùt (II) : u1 = - 1 ; u2 = 4 ; u3 = - 9 => (un) khoâng taêng , khoâng giaõm .   
Vậy chon (III)  

* Nếu xeùt (II) thì : n 1

n

u 2(n 1) 1
u n 2
+ +
= >

+
=> (un) taêng .  

3.9 . (c)  * Xeùt (I) : un = 
1 11(1 )
2 2n 1

−
+

=> n caøng lôùn thì 
11 caøng nhoû

2n 1+
=> (un) caøng nhoû => (un ) giaõm . 

* Xeùt (II) : u1 = - 5 ; u2  =  - 8 ; u10 =  40 => (un) khoâng taêng , khoâng giaõm  

* Xeùt (III) : un  = 
n

n

2 1 21
2 1 2 1

+
= +

− −n => n caøng lôùn thì un caøng nhoû => (un) giaõm  

 

3.10. (a) * Xeùt (I) : un = 3 + 
2 4

n 1
≤

+
=> (un) bò chaän treân . 

* Xeùt (II) : Vì – n ≤  - 1 vaø  2sin n  2 neân u≤ n ≤  1=> (un) bò chaän treân  
* Xeùt (III) : Khi n laø soá chaün voâ cuøng lôùn thì un laø soá voâ cuøng lôùn , do ñoù (un) khoâng bò chaän treân . 

3.11.  a) u1 = 1 , u2  = 
3
2

, u3 = 
3
2
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 b) u1 = 2

1
2 1 3

=
−

1
, u2 = 1 2

1 1u
3 1 24

+ =
−

1
, u3 = u2 + 2

1 2
4 1 40

=
1

−
  

 c) u1 = (-1)cos 2
4 2
π
= −  , u2 = (1).cos 0

2
Π
= , u3 = 3 2( 1)cos

4 2
π

− =  

 d) u1 = (-1) .1 = - 1 , u2 = u1 + (1).2 = 1 , u3 = u2  + (-1)3 = - 2   

3.12.  a) u1 = 7 , u2 = 11, u3 = 15 . . .( Nhaän xeùt : Caùc soá coù tính chất chung laø chia cho 4 dö soá laø 3 : u1 = 
4.1 + 3 , u2 = 4.2 + 3 , u3 = 4.3 + 3  )  Ta chöùng minh : un = 4n + 3 (1) 

• u1 = 4.1 + 3 : (1) ñuùng khi n = 1 . 
• Giaû söõ uk = 4.k + 3 , thế thì : 
   uk+1 = uk + 4 ( giaû thieát của quy naïp )  
                      = (4k + 3) + 4 = 4(k + 1) + 3 : (1) ñuùng khi n = k + 1  
Vậy (1) ñöôïc chöùng minh . 
b) u1 = 4 , u2 = 3.4  - 2 = 10 , u3 = 3.10 - 2 = 28 . Nhaän xeùt : u1 = 31 + 1, u2 = 32 + 1, u3 = 33 + 1 . Ta 
chöùng minh : un = 3n + 1 (1) ,   n∀
• u1 = 31 + 1 : (1) ñuùng khi n = 1 . 
• Giaû söõ uk = 3k  + 1 , thế thì : 
   uk+1 = 3uk - 2 ( giaû thieát của quy naïp )  
                      = 3(3k +1) - 2 = 3k + 1 + 1 : (1) ñuùng khi n = k + 1  
Vậy (1) ñöôïc chöùng minh . 

3.13.  a) u1 =  - 1 , u2 =  0 , u3 = 2
2

  .  

 b) Nhaän xeùt u1 = cos , uπ 2 = cos
2
π

, u3 = 
4
Π

. Ta chöùng minh : un = cos n 12 −

π
 (1) ,   n∀

• u1 = cos 02
π

= cos = - 1    : (1) ñuùng khi n = 1 . π

• Giaû söõ uk = cos k 12 −

π
 , thế thì : 

   uk+1 = k1 u
2
+

 ( giaû thieát của quy naïp )  

2
k 1 k1 cos 2 cos

2 2
2 2

−

π Π
+

=  ( coâng thöùc  1 + cosa = 2cos2
a
2  )                        = 

 

         = cos k2
π

: (1) ñuùng khi n = k + 1  

Vậy (1) ñöôïc chöùng minh . 

3.14.  a) Ta coù : un  = 
3(n 1) 4 43

n 1 n 1
+ +

= +
+ +

 

Suy ra : un+1 – un = 4 4 43 3
n 2 n 1 (n 2)(n 1)

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠ +
< 0 , n∀  . Vậy (un) laø daõy soá giaõm. 

b) Ta coù : un = 
2(n 4) 4 4n 2
n 2 n 2
− +

= − +
+ +

 

Suy ra : un+1 – un  = [ + (n 1) 2+ −
4 4] [n 2 ]

n 3 n 2
− − +

+ +
 = 1 + 4

(n 3)(n 2)
−

+ +
> 0 vì (n+3)(n+2) > 4 , n∀   1. ≥
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Vậy  (un) laø daõy soá taêng .  

c) Ta coù : un = 
n

n

2 1
2
−  = 1 - n

1
2

. 

Suy ra : un+1 – un  = n n 1 n 1

1 1 1 0
2 2 2+ +− = > ,  . n∀

d) Vì moïi un > 0 neân n 1

2

2
n

u 3(n 1) 1
u (n 2)

+ +
=

+
>  3(n + 1)2 > (n + 2)2  2n2 + 2n – 1 > 0  

 2n2 + n + (n – 1) > 0 : ñuùng với  ≥  1. Vậy (un∀ n) taêng. 
e) Ta coù : un+1 – un = un = [ - n - 1 – sin2 (n + 1)] – [ - n – sin2n ]  
  =  - sin2 (n + 1) – (1 – sin2n) = - sin2 (n + 1) – cos2n < 0 , n∀  . Vậy (un) giaõm . 
f) un + 1 – un  = [(n + 1)3 – n3] – 3[(n + 1)2 – n2 ] + 5[(n + 1) – n ] 
   =  (3n2 + 3n + 1 ) – 3(2n + 1) + 5 
   = 3n2 - 3 n + 3 = 3n(n – 1) + 3 > 0 , n∀   1  ≥
Vậy (un) giaõm .     

3.15. a) un laø toång của n soá haïng , un + 1 coù n + 1 soá haïng .  

un + 1  - un  = 1 1 1 1 1 1... ...
n 2 n 3 2n 2 n 1 n 2 2n

⎛ ⎞+ + + − + + +⎜ ⎟+ + + + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞
⎜ ⎟  

                        = 
1 1

2n 1 2n 2 n 1
+ −

+ +
1
+

= 1 1 1
2n 1 2n 2 (2n 1)(2n 2)

− =
+ + + +

3,3

 > 0  

Vậy (un ) taêng .  

b) Ta coù :  u1 , u2,7 2 , u3,8 3 . Vậy daõy soá (un) khoâng taêng cuõng khoâng giaõm . 

c) un = 1 - 2 n
n 1 n+ +

 => un+1 = 1 - 2 n 1
n 2 n 1

+
+ + +

 

=> un+1 – un = 2 n
n 1 n+ +

 -  2 n 1
n 2 n 1

+
+ + +

 = 2. 
2n(n 2) (n 1)

( n n 1)( n 1 n 2)
+ − +

+ + + + +
 

Hieäu soá naøy aâm vì  . Vậy (u2n(n 2) (n 1)+ < + n) laø daõy soá giaõm . 

d) Ta coù : u1 = 1 , u2 = 0 , u3 = - 
1
3

, u4 = 0 : vậy (un) khoâng taêng cuõng khoâng giaõm . 

3.16. a) Ta coù : un = 
3n 6
2n 1

−
+

 = 

3 15(2n 1)
2 2

2n 1

+ −

+
 = 3 15

2 2(2n 1)
−  

+

Vì  n  1 neân  ≥ 15 150
2(2n 1) 6

≤ ≤
+

 . Suy ra : n
3 15 3u
2 6 2
− ≤ ≤   => (un) bò chaän .  

Ghi chuù : Ta coù theå giaûi “thoaùng” hôn nhö sau :  

 un  < 
4n 2
2n 1

+
+

 vì   - 6(2n + 1) < 3n – 6 < 4n + 26  ( quaù hieån nhieân ! )  
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=> - 6 < un < 2 
 
b) Ta coù : 0 < 2n2 + 3  < 3n(n + 1) => 0 < un < 3 => (un) bò chaän .   
Ghi chuù : Ta chia töû cho maãu vaø laøm nhö caâu (a) . 
 
c) Ta coù un =  n 1 n+ −  > 0 ,  => (un∀ n) bò chaän dưới . 

Maët khaùc : un = 1 1
n 1 n

<
+ +

 vì n 1 n 1+ + > => (un) bò chaän treân  

Suy ra (un) bò chaän .  
 
d) Neáu n = 2k  : un = ( - 1 + 2) + (- 3 + 4) + . . . + (- 2k + 1 + 2k) = k  ( toång k soá haïng moãi soá haïng baèng – 1)  
Nếu n = 2k – 1 : un =  - 1 + (2  - 3 )  +( 4 - 5) + . . . + ( 2k - 2 - 2k + 1) = - 1 – (k – 1) = - k  
Ví duï : u1000 = 500 , u2007 = - 1003 . Vậy (un) khoâng bò chaän treïn cuõng khoâng bò chaän dưới . 
 
* 3.17.. a) Coù theå chöùng minh un > 0 ,  . n∀
Ta chöùng minh : un +1 – un > 0  (1) ,  ≥  1 baêng phưong phaùp quy naïp .  n∀

• u2 – u1 = 
4 1 0
3
− > : (1) ñuùng khi n = 1  

• Giaû söõ uk+1 – uk > 0 , thế thì : uk+2 – uk+1 = k 1 k
1 1u 1 u 1   
3 3+

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

                                                                    = k 1 k
1 (u u )
3 + − . 0  

Vậy (1) ñuùng ,  . n∀

b) Nhaän xeùt baèng caùch tính caùc giaù trị ñaàu tieân , ta chöùng minh un < 2 , n∀  baèng phưong phaùp quy naïp . 
• u1 = 1 < 1  

• Giaû söõ uk < 2 , thế thì uk+1 = k
1 1u 1 .2 1 2
3 3

+ < + <  

Ghi chuù : Ta coù theå chöùng minh : un < 
3
2

 

* 3.18. a) Giaûi tương tự nhö baøi 8 . 
b) Ta chöùng minh un = 2n – 1 tương tự nhö ví duï 3 .  

* 3.19. a) un = n 1tg
2 +

π
 (1) , n∀   

• u1 = tg
4
π

: (1) ñuùng khi n = 1  

• Giaû söõ   uk = tg k 12 +

π
, thế thì : uk+1 = 

2
K 11 tg 1

2
2

+

π
+ −

= 
k 1

k 1

1 1
cos

2

2tg
2

+

+

−
π

π
 

  = 
2

k 1 k 2

k 1 k 2 k 2

1 cos 2sin
2 2

sin 2sin cos
2 2

+

+ + 2

+

π π
−

=
π π π

+

= tg
π
k 22

. Vậy (1) ñuùng khi n = k + 1  +
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Vậy  un = n 1tg
2 +

π
 ,  . n∀

b) Vì n 10
2 4+

π
< <

π
 vaø haøm soá  tg x ñoàng bieán treân (0 ; π /4) neân daõy soá (un) giaõm vaø bò chaän  dưới bôûi soá 

tg0 = 0 vaø bò chaän treân bôûi soá tg 1
4
π
= . 

3.20. a) Chöùng minh un =  n

n(n 1)
2
+

  (1) ,  . n∀

* u1 = 1 = 1

1(1 1)
2
+

 => (1) ñuùng khi n = 1 

* Giaû söõ uk =  k

k(k 1)
2
+

 => uk+1 = k k 1

(k 2) k(k 1) (k 1)(k 2).
2k 2 2 +

+ + + +
=  

=> (1) ñuùng khi n + k + 1 . 
Vậy (1) ñuùng ,  n∀

b) *  u1 = 1 ; u2 = 3
3u
2

= => (un) khoâng taêng , cuõng khoâng giaõm. 

* Deã thaáy un > 0 ,  .  n∀
Ta chöùng minh un   2 ,  . ≤ n∀

• u1 = 1 ≤  2  

• uk  2 => u≤ k+1 ≤  
(k 2) .2 2

2k
+

≤   

 
 


